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ONTOLOSKA I EPISTEMOLOSKA DIMENZIJA
GEDELOVOG PLATONIZMA

APSTRAKT: Kurt Gedel, jedno od najvecih imena dvadesetovekovne logike i matematike,
svakako je najpoznatiji predstavnik matematickog platonizma. Cilj ovog rada je da ispita
razlicite aspekte Gedelovog platonizma, kao i argumente koje mu iznosi u prilog. Vide¢emo
da i pored problema sa kojima se platonizam suocava, postoji mnogo toga Sto ga preporu-
Cuje kao jedinu odrZivu poziciju u filozofiji matematike.

KLJUCNE RECI: Kurt Gedel, matematicki platonizam, teorija skupova, hipoteza kontinu-
uma, nezavisnost.

Kakva je priroda matematickih objekata? Da li oni uopste postoje? Ukoliko
postoje, da li njihovo postojanje zavisi od nas samih ili, pak, postoje nezavisno od
nase svesti? U vezi sa ovim namece se pitanje naSeg znanja o ovoj vrsti objekata.
Ova dva pitanja stoje u neraskidivoj vezi. Koje god stanoviste zauzeli u pogledu
nacina saznanja matematickih objekata, ujedno smo duzni da damo nekakav od-
govor na pitanje kakve sve stvari postoje u sferi matematickog. I obrnuto, ako po-
demo od stanovista koje daje odgovor na pitanje o postojanju matematickih obje-
kata, drugo pitanje, koje se tice nacina na koji ih saznajemo, postaje neizbezno.
Mnoga druga vazna pitanja se javljaju kao posledica ovih, a nasi odgovori na njih
umnogome ¢e opredeliti poziciju koju zauzimamo u filozofiji matematike.

Predmet ovog rada je da, koliko je to moguce, rasvetli poziciju Kurta Gedela u
odnosu na pomenuta pitanja. Na njegovom primeru ¢emo videti da uzajamna pove-
zanost ovih odgovora moze dovesti do finog raslojavanja unutar necega §to, na prvi
pogled, izgleda kao monolitna filozofska pozicija.

Gedelova pozicija u filozofiji matematike uobi¢ajeno se oznacava kao plato-
nizam, odnosno, glediste po kojem matematicki objekti postoje nezavisno od nase
svesti.' [ako precutno prihvatan kao "radna" hipoteza mnogih savremenih matema-
tiCara, platonizam je sve samo ne opste prihvacen kada je potrebno da se matemati-

1 Postojanje ovde treba razumeti u apstraktnom smislu. Objekti kao $to su brojevi, skupovi ili
trouglovi ne postoje u prostorno-vremenskom kontinuumu kao $to je slucaj, primera radi, sa
zvezdama, protonima i Soljama za kafu.
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Cari izjasne u pogledu svojih filozofskih stanovista. Ovo je donekle razumljivo
ukoliko se uzme u obzir problem postuliranja apstraktnih objekata, kao i episte-
moloski problemi vezani za moguénost njihovog saznanja. Zasto uopste prihvatiti
filozofsku poziciju koja je u ovoj meri problematicna? Jedan mogu¢i odgovor na
ovo pitanje bio bi da platonizam predstavlja opravdanje matematicke gramatike.
Upravo ovo predstavlja vaznu komponentu Gedelovog stanovista.

S obzirom na platonisticko stanoviste, Gedelov odgovor na pitanje o statusu
matematickih objekata je oCekivan: oni postoje nezavisno od svesti, kao i naseg
saznanja o njima. Odgovor koji je ponudio u pogledu moguénosti njihovog saz-
nanja je, medutim, mnogo kompleksniji. U prikazima Gedelovog platonizma Cesto
se navodi njegovo uverenje da posedujemo sposobnost matematicke intuicije, ana-
logne ¢ulnom opazanju, koja nam omogucava saznanje matematickih objekata.?
Medutim, uprkos ¢injenici da je Gedel svojim opaskama zaista upuéivao na jedno
takvo glediste, ovo ni u kom slucaju ne iscrpljuje sve njegove argumente u prilog
platonizma. U nastavku ¢emo videti da Gedel iznosi argumente za platonizam koji
su nezavisni od njegovog shvatanja matematicke intuicije kao i da postoje mesta
koja upucuju na to da Gedel vidi platonizam, uprkos svim njegovim nedostacima,
kao jedino odrzivo stanoviste. Takode, ne smemo gubiti iz vida ¢injenicu da Ge-
delovi argumenti nisu argumenti filozofa koji nastupa sa dobro utvrdene filozofske
pozicije. Smatrati ih takvim, ¢inilo bi nepravdu prema njemu. Naprotiv, Gedel na-
stupa sa pozicije logi¢ara sa istan¢anim razumevanjem matematicke i skupovno-
teorijske prakse kao i dubokih rezultata logike i osnova matematike. Njegovi argu-
menti prirodno proisticu kao posledice ovog razumevanja.

Gedelovi najpoznatiji radovi o na¢inu naseg saznavanja matematickih objekata
i njihovoj prirodi, akcenat stavljaju na naSu sposobnost saznanja istina o transfinit-
nim skupovima. Ono $to je dalo podsticaj takvom projektu jeste pitanje nezavisno-
sti Kantorove hipoteze kontinuuma od aksioma ZFC teorije skupova.® Hipoteza
kontinuuma je po svom obliku prili¢no elementarno tvrdenje o strukturi univerzu-
ma skupova. Naime, Kantor je krajem XIX veka pokazao da je kardinalnost skupa
realnih brojeva striktno veca od kardinalnosti skupa prirodnih brojeva. Ovaj Kan-
torov rezultat otvara neka pitanja. Da li je kardinalnost skupa realnih brojeva sle-
de¢a po redu beskonacna kardinalnost ve¢a od kardinalnosti skupa prirodnih bro-
jeva? lIli pak postoje skupovi koji se po kardinalnosti nalaze izmedu skupova pri-
rodnih i realnih brojeva? Hipoteza kontinuuma kaze da ovakvi skupovi ne postoje i
da je kardinalnost skupa realnih brojeva upravo sledeca vec¢a u odnosu na kardinal-
nost skupa prirodnih brojeva. Medutim, ¢ak i nakon aksiomatizacije teorije skupova
u prvoj polovini XX veka, nije se znalo da li je ovo tvrdenje istinito ili lazno.

2 P. Benacerraf, "Mathematical Truth", Journal of Philosophy, Vol. 70, 1970, str. 661-679.

3 ZFC je skracenica za Cermelo-Frenkel teoriju skupova (ZF) sa aksiomom izbora (AC).
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Tridesetih godina proslog veka Gedel je ispitivao ograniCenje kumulativne
hijerarhije* ZF teorije skupova, koja na svakom nivou ima skupove koji su defi-
nabilni pomoc¢u skupova koji se nalaze na prethodnim nivoima. Model ZF teorije
skupova dobijen na ovaj nacin ima to svojstvo da u njemu vaze kako aksioma iz-
bora, tako i uopstena hipoteza kontinuuma.> Ono $to Gedelova konstrukcija poka-
zuje jeste da je hipoteza kontinuuma konzistentna sa aksiomama ZF(C) teorije sku-
pova. Drugim reima, ne postoji bojazan da ¢e nakon usvajanja hipoteze kontinu-
uma kao dodatne pretpostavke, pored aksioma ZF(C), na$ sistem postati inkonzis-
tentan, naravno pod pretpostavkom da je ZF konzistentna teorija. Drugim recima,
ukoliko je ZFC konzistentna teorija, onda ona ne dokazuje negaciju hipoteze kon-
tinuuma.

Bilo je potrebno da prode nekih tridesetak godina, do 1963. godine, kada je
Koen, primenom metode forsinga, konstruisao model ZF u kom ne vazi hipoteza
kontinuuma. Gedelovi i Koenovi rezultati zajedno daju nezavisnost hipoteze kon-
tinuuma od aksioma ZFC teorije skupova. Nezavisnost ovog tvrdenja se ogleda u
tome Sto ZFC, ukoliko je konzistentna, ne dokazuje ni hipotezu kontinuuma, niti
njenu negaciju.

Treba ista¢i da napoznatiji Gedelovi stavovi o platonizmu datiraju iz perioda
koji prethodi Koenovom dokazu nezavisnosti hipoteze kontinuuma. Medutim, ¢ak
je 1 tada smatrao verovatnim da ¢e se hipoteza kontinuuma pokazati nezavisnom,
Sto je i bio slucaj. Benaceraf u svojoj kritici® Gedelovog platonizma, kao centralan
uzima rad "Sta je Kantorov problem kontinuuma?", koji je prvi put objavljen 1947.
godine, da bi se dopunjena verzija pojavila 1964. godine, neposredno nakon $to je
Koen objavio svoj rezultat. U ovom radu Gedel se bavi pitanjem nezavisnosti
hipoteze kontinuuma, kao i opstijim pitanjem faktora koji odreduju istinitost tvr-
denja koja se ti¢u skupova.

Ukoliko je hipoteza kontinuuma nezavisna od aksioma ZFC, postavlja se
pitanje da li postoji nesto izvan ovih aksioma §to moZze odrediti istinitost tvrdenja o
skupovima. Fenomen nezavisnosti nam ne dopusta da kazemo da je istinito ono §to
naprosto sledi iz aksioma teorije skupova, jer aksiome ne mogu da odluce istinosnu

4 Grubo govoreci, kumulativna hijerarhija predstavlja kategorizaciju svih skupova po nivoima
koje indeksiraju ordinali, pocevsi od praznog skupa iteracijom operacija partitivnog skupa i
unije.

5 Uopstena hipoteza kontinuuma je tvrdenje da, za svaki ordinal o, vazi
gde je

a-ta po redu beskonacna kardinalnost pocevsi od

, prve beskonacne kardinalnosti koja je istovremeno i kardinalnost skupa prirodnih brojeva.
Sluzeéi se ovim oznakama, hipotezu kontinuuma mozemo izraziti kao

, gde je skupa realnih brojeva (kontinuum).
6 P. Benacerraf, "Mathematical Truth".
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vrednost svih tvrdenja ove teorije. Tim pre, §to je hipoteza kontinuuma prirodno
tvrdenje o strukturi univerzuma teorije skupova. Cak iako neka tvrdenja o skupovi-
ma proglasimo naprosto nezavisnim, ne brinuci previse oko usvajanja nekih do-
datnih pretpostavki koje bi njihovu istinosnu vrednost fiksirale, hipoteza kontinu-
uma svakako nije jedno od njih. Zastupati glediste da teorija skupova nije duzna da
pruzi odgovor na pitanje da li je postoje skupovi kardinalnosti striktno vece od
kardinalnosti skupa prirodnih brojeva, a opet striktno manje od kardinalnosti skupa
realnih brojeva, analogno je gledistu da Peanove aksiome nisu duzne da pruze
odgovor na pitanje da li postoji prirodan broj izmedu 1 i 2. Jasno je da ukoliko
postoji stanje stvari u domenu skupova koje aksiome opisuju, trebalo bi da te iste
aksiome odreduju istinosnu vrednost pitanja kao $to je ovo. Medutim, da li mozda
postoji stanje stvari u domenu skupova koje se ne oslanja na aksiome kao garant
sopstvene legitimnosti?

Jedan moguc¢i odgovor na ovo pitanje je negativan. On nas liSava tereta da
objasnimo $ta to, pored standardnih aksioma, moze odrediti istinosnu vrednost u
domenu skupova. U ovom slucaju, pitanje da li je hipoteza kontinuuma istinita ili
lazna ostaje bez odgovora. Mozemo tvrditi i viSe. Posto tvrdenja kao Sto je hipoteza
kontinuuma nemaju odredenu istinosnu vrednost u ZFC, onda su ona naprosto
besmislena. Ovo otvara put raznim "alternativnim" teorijama skupova, sli¢no ono-
me §to postoji u geometriji, gde bi u nekim od tih teorija hipotezu kontinuuma
usvojili kao istinitu, dok bi u drugim kao istinitu usvojili njenu negaciju.

Ovakvo glediste se na prvi pogled kosi sa idejom da zaista postoje matematicki
objekti. Jer, tvrdenja o postojec¢im objektima treba da budu istinita ili lazna, a ne
neodredena u pogledu istinosne vrednosti, §to je ovde slucaj. Ovakvo antirealisticko
glediste zapada u teSkoce time $to nase znanje o skupovima ¢ini u izvesnom smislu
trivijalnim. Cini se da ono prestaje da bude znanje o bilo &emu.

Nasuprot tome, pretpostavka postojanja matematickih objekata pruza nam ne-
S$to §to moZze odrediti istinosnu vrednost tvrdenja u domenu skupova, bas kao Sto
fizicki objekti odreduju istinosnu vrednost empirijskih tvrdenja. Ovo zapravo znaci
tvrditi da postoji stanje stvari koje ukljucuje skupove a koje nije u potpunosti obu-
hvaéeno naSim aksiomama, §to sledi iz rezultata nezavisnosti. To stanje stvari, da-
kle, nije konstituisano onim §to sledi iz nasih aksioma. Ovakvo glediSte zastupa i
Gedel tvrde¢i da matematicki objekti postoje "nezavisno od nase konstrukcije kao i
od naSe intuicije svakog od njih pojedinacno"’, $to je oStro suprostavljeno Brau-
verovom intuicionizmu koji priznaje "matematicke objekte samo ukoliko se mogu

7 K. Godel, "What is Cantor's continuum problem?" (1964), in: Kurt Godel Collected Works,
Volume II, Publications 1938-1974, ed. by S. Feferman, J. Dawson, S. Kleene, G. Moore, R.
Solovay, J. van Heijenoort, Oxford University Press, 1990, str. 258.
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interpretirati kao nase sopstvene konstrukcije ili bar mogu biti potpuno dati u ma-
tematickoj intuiciji"®. Brauverov intuicionizam Gedel smatra pogubnim po teoriju
skupova, a gledista Poenkarea i Vejla, koja naziva "semi-intuicionistickim", smatra
gotovo jednako razornim.

Medutim, iako mozemo smatrati da matematicki, bas kao i fizi¢ki, objekti po-
stoje nezavisno od naSe sposobnosti da ih konstruiS§emo ili opazamo, svakako se
namecée jedna klju¢na razlika. Naime, mi posedujemo Culne opazaje kao deo me-
hanizma uz pomo¢ kog, pretpostavlja se, mozemo ste¢i znanje o fizickim obje-
ktima. lako je naSe razumevanje povezanosti Culnih opaZzaja i znanja o fizickim
objektima nepotpuno, ono 1 dalje predstavlja izvor opravdanja, nacin da objasnimo
pouzdanost nasih verovanja o njima. Matematicki objekti se umnogome razlikuju
od fizi¢kih, a ovo Cini epistemicku situaciju znatno drugacijom.

Naime, uticaj dokaza nezavisnosti na istinosnu vrednost tvrdenja razlikuje se
¢ak i u razliCitim granama matematike, a u zavisnosti od njihove povezanosti sa
fizickim svetom. U tom smislu, Gedel poredi teoriju skupova sa geometrijom. Ako
uzmemo u obzir nezavisnost Euklidovog postulata paralelnosti i nezavisnost hipo-
teze kontinuuma:

"Mora se ista¢i da dokazom neodlucivosti pitanje gubi smisao samo ukoliko
se aksiomatski sistem koji se razmatra interpretira kao hipoteti¢ko-deduktivni
sistem, tj. ukoliko se znacCenja primitivnih termina ostave neodredenim. U
geometriji, primera radi, pitanje da li je Euklidov peti postulat istinit zadrzava
svoje znacCenje ukoliko se primitivni termini shvate u tacno odredenom smi-
slu, tj. tako da referiraju na ponaSanje krutih tela, svetlosnih zraka, itd. Si-
tuacija je sli¢na i u teoriji skupova, razlika je samo u tome §to se u geometriji
znacenje, koje se danas najée$ce usvaja, odnosi na fizicku pre nego na ma-
tematicku intuiciju, pa time odluka pociva van matematickog domena. Sa
druge strane, objekti transfinitne teorije skupova [...] nedvosmisleno ne
pripadaju fizickom svetu. "

Dakle, za hipotezu kontinuuma ne postoji standard van matematickog domena
na osnovu kog se moze utvrditi njena istinosna vrednost. U geometriji, istinosnu
vrednost postulata paralelnosti mozemo odrediti pomoc¢u takvog spoljasnjeg stan-
darda, naime na osnovu toga da li je postulat paralelnosti istinit ili ne kada se
primeni na fizicki prostor. Pozivanje na fizicki svet nije nam dostupno u slucaju
transfinitne teorije skupova, pa je jedino matematicka stvarnost ta koja nam moze
biti od pomo¢i pri utvrdivanju istinosne vrednosti pitanja kao Sto je problem
kontinuuma. Upravo iz ovog razloga Gedel mora da pokaZe na koji nacin saznaje-
mo istine o transfinitnim skupovima.

8 ibid, str. 258.
9 ibid, p. 267.
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Po njegovom misljenju, istinitost tvrdenja o skupovima jeste u krajnjoj in-
stanci odredena samim objektima: hipoteza kontinuuma je nesto $to naprosto mora
biti istinito ili lazno za ove objekte. Aksiome su onda samo opis jedne ve¢ posto-
jece matematicke stvarnosti i ukoliko postoje tvrdenja koja nisu odluciva na osnovu
ovih aksioma, onda moraju postojati delovi te matematicke stvarnosti koje ovi ne
opisuju. Dakle, objekti sami, a ne aksiome ZFC teorije skupova, jesu ono S$to
odreduje istinitost tvrdenja o skupovima.

"Ako se znacenja primitivnih termina teorije skupova [...] prihvate kao va-
ljana, sledi da pojmovi i teoreme teorije skupova opisuju neku dobro odre-
denu stvarnost u kojoj Kantorova hipoteza mora biti istinita ili lazna. Dakle,
njena neodlucivost na osnovu trenutno prihvacenih aksioma moze samo zna-
¢iti da one ne sadrze potpun opis te stvarnosti.""

Takva slika je, medutim, nepotpuna bez objasnjenja kako mozemo imati sa-
znanje o toj matemati¢koj stvarnosti. Benaceraf istice da ovakvo glediSte implicira
da postoji sredstvo pomocu kojeg saznajemo matematicke istine, a koje je analogno
¢ulnom opazanju. Mi posedujemo sposobnost matematicke intuicije i upravo ona
predstavlja vezu izmedu matematickih objekata i naSeg saznanja o njima. U prilog
ovome Gedel istie da nam se aksiome "namecu kao istinite"". Aksiome mozemo
posmatrati tako da izmedu njih i o€iglednih empirijskih tvrdenja postoji jaka ana-
logija. U pogledu obe vrste tvrdenja mislimo potpuno isto kada kazemo da nam se
»,hamecu kao istinita“, razlika lezi u vrsti i sposobnosti opazanja. Mi posedujemo
culno opazanje kao sposobnost preko koje nam se namece istinitost nekih ocigled-
nih empirijskih tvrdenja. Njeno mesto u kontekstu matematic¢kih tvrdenja zauzece
matematicka intuicija. Epistemoloski posmatrano, nase znanje o matematickim ob-
jektima nije zagonetnije od naseg znanja o fizickim objektima, ali se u prilog
tvrdenja da mi zaista posedujemo sposobnost matematicke intuicije, veoma malo
toga navodi kao opravdanje.

Ovo problematizovanje teskoca sa kojima se suoava Gedelov platonizam pre-
vida jedan vazan aspekt njegove pozicije. Radi se, naime, o razlozima koje je imao
za prihvatanje platonistickog stanovista. Jer, ukoliko detaljnije ispitamo njegovu
raspravu o platonizmu u radu o Kantorovoj hipotezi, ¢ini se da Gedel ne nudi po-
zitivan argument u prilog platonizma veé pre razmatranje problema kontinuuma sa
platonistickog stanovista. Smatrati ova gledista o platonizmu razradenim argumen-
tima, donekle je nefer prema Gedelu. Ovo se moze dodatno ojacati tvrdenjem da

10 1ibid, str. 260.
11 ibid, str. 268.
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sposobnost matematicke intuicije ne predstavlja sustinsku komponentu Gedelovog
platonizma, kako se to na prvi pogled moze Ciniti.

Tako, primera radi, Parsons® isti¢e da se Gedelovo shvatanje intuicije moze
veoma jasno razlikovati od glediSta onih koji sebe nazivaju intuicionistima. Prema
Parsonsu, Brauver i njegovi sledbenici "dele paradigmu filozofske koncepcije ma-
tematicke intuicije koja seze od Kanta, prema kojoj se matematic¢ka intuicija tice
prostora i vremena kao formi nase ¢ulnosti"'®. Nasuprot tome, Gedel cilja na nesto
drugo i to na

"[o]no Sto bi neki filozofi (u kantovskoj tradiciji) nazvali teorijom uma, pre
nego teorijom intuicije. Gedel je, naime, o€igledno pod uticajem predkan-
tovske tradicije koja ne vidi ova dva poduhvata kao ostro podeljena i dopusta
"intuitivno saznanje" u onim slucajevima koji nama izgledaju potpuno poj-
movno.""

Ovim nam se namece izvestan oprez u pogledu toga u kojoj meri zelimo da
insistiramo na analogiji izmedu culnog opazanja i matematicke intuicije. Uzeti ovu
analogiju previse ozbiljno, pridalo bi suvise tezine ideji da je Gedel zastupao kan-
tovsko glediste u pogledu prirode intuicije. Parsons posebno istice jedan zanimljiv
aspekt Gedelovog realizma, po kom on prihvata, pored realizma u pogledu ob-
jekata, i neku vrstu pojmovnog realizma. Drugim refima, njegov realizam obuhvata
i objekte koji su oznaceni predikatima. Ovo unosi promenu u Gedelov platonizam
buduéi da se priroda matematickih objekata moze shvatiti nesSto drugacije. Naime,
ukoliko je Parsons u pravu, matematicka stvarnost obuhvata ne samo skupove, ve¢ i
skupovno-teorijske pojmove. Pojmovni realizam ne mozemo naprosto redukovati
na realizam u pogledu skupova, jer se u najmanju ruku "medu svojstvima i relacija-
ma izmedu skupova kojima se teorija skupova bavi, nalaze i one Cije ekstenzije nisu
skupovi"®, §to mozemo oznaciti kao realizam u pogledu klasa.

Medutim, Parsons citira i Gedelovo obracanje iz 1933. godine, koje se fokusira
na aksiomatizaciju teorije skupova, kao i na opravdanje tih aksioma. U obracanju
Gedel pravi i donekle iznenadujuci osvrt na platonizam:

"Rezultat prethodne diskusije jeste da nase aksiome, ukoliko se interpretiraju
kao smislena tvrdenja, nuzno pretpostavljaju neku vrstu platonizma koja nije

12 C. Parsons, "Platonism and mathematical intuition in Kurt Godel's though", The Bulletin of
Symbolic Logic, Vol. 1, No. 1, 1995, str. 44-74.

13 ibid, str. 45.

14 ibid, str. 45.

15 ibid, str. 48.
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u stanju da zadovolji kriticki duh i koja ¢ak ne moze proizvesti uverenje da su
one konzistentne. "'¢

Ovo je zanimljivo tvrdenje utoliko §to nije u saglasju sa slikom koju imamo o
Gedelu kao paradigmatickom primeru platoniste. Jedan mogu¢i nacin da interpreti-
ramo ovo mesto bio bi da kazemo da Gedel, iako jasno uocava probleme sa kojima
se platonizam suocava, ne vidi nijednu odrzivu alternativu ovoj poziciji. Gedelovu
opasku mozemo tumaciti i kao dobar razlog zbog kog bi trebalo da budemo pla-
tonisti. Iako postoje brojni problemi u vezi sa platonizmom, ¢ini se da postoje i
razlozi zbog kojih smo prinudeni da ga prihvatimo.

Neposredan argument u prilog platonizma mozemo nac¢i u Gedelovom Gibs
predavanju koje je odrzao 1951 godine. Ovo predavanje se moze grubo podeliti u
dva dela. U prvom delu se razmatraju odredeni logicki rezultati i njihove filozofske
posledice, dok se drugi deo bavi filozofskim pitanjima, medu kojima je i pitanje
matematickog platonizma. Logicki rezultati koje Gedel navodi u prvom delu pre-
davanja u vezi su sa pojmom matematicke neiscrpnosti ili nekompletabilnosti. Kao
primere takvih rezultata on navodi sopstvene teoreme o nepotpunosti. Tako druga
teorema o nepotpunosti

"Cini nemoguéim da neko konstruie izvestan dobro definisan sistem aksioma
i pravila zaklju€ivanja i da na konzistentan nacin o njemu tvrdi sledece: Opa-
zam (sa matematickom izvesnoSéu) da su sve ove aksiome, kao i pravila
zakljucivanja, valjane i verujem da one sadrze citavu matematiku. Ako neko
tvrdi tako nesto, on protivreci sebi. Jer ukoliko opaza da su aksiome o kojima
je rec valjane, on takode opaZza (sa istim stepenom izvesnosti) da su one kon-
zistentne. Dakle on poseduje matematicki uvid koji nije posledica njegovih
aksioma.""

Na osnovu ovoga, Gedel pravi podelu na objektivnu i subjektivnu matematiku.
Objektivna matematika predstavlja sistem svih istinitih matematickih tvrdenja, dok
subjektivnu matematiku ¢ini sistem svih dokazivih matematickih tvrdenja. Nijedan
dobro definisan aksiomatski sistem ne moze da sadrzi Citavu objektivnhu matema-
tiku, jer je tvrdenje koje kaze da je sam ovaj sistem konzistentan istinito a ipak,
prema drugoj teoremi o nepotpunosti, nedokazivo u ovom aksiomatskom sistemu.
Slede¢om, po Gedelu neizbeznom, dilemom, mozemo sumirati prethodno re¢eno:

16 K. Godel, "The present situation in the foundations of mathematics" (1933), in: Kurt Godel
Collected Works, Volume I1I, Unpublished essays and lectures, ed. by S. Feferman, J. Dawson,
W. Goldfarb, C. Parsons, R. Solovay, Oxford University Press, 1995, str. 50.

17 K. Godel, "Some basic theorems on the foundations of mathematics and their impli-
cations" (1951), in: Kurt Gédel Collected Works, Volume I1I, Unpublished essays and lectures,
ed. by S. Feferman, J. Dawson, W. Goldfarb, C. Parsons, R. Solovay, Oxford, Oxford Universi-
ty Press, 1995, str. 309.
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"Ili je matematika nekompletabilna u smislu da se njene aksiome nikada ne
mogu uhvatiti putem konacnog pravila, $to ¢e re¢i da ljudski duh (Cak i unutar
ravni Ciste matematike) neograni¢eno prevazilazi mo¢i ma koje konacne
masine, ili pak postoje apsolutno neresivi diofantovski problemi navedene
vrste... "'

Upravo je drugi disjunkt ove dileme, u kom se jasno ocrtava jaz izmedu
objektivne i subjektivne matematike, onaj koji je relevantan za razumevanje Ge-
delovog platonizma. Njega Gedel smatra protivargumentom glediStu da matematika
nije nista viSe od ljudske kreacije. Naime, ukoliko smo mi sami tvorci matematike,
onda bi znali sve o njoj, jer tvorac mora znati sve o sopstvenoj kreaciji. Sta vise,
cak 1 kada bi se tvrdilo da mogu postojati Cinjenice o matematici koje ne znamo,
realistiCko stanovi$te se i dalje namece. Primera radi, mi zaista konstruiSemo stvari
kakve su masine, ¢ije ponasanje ne mozemo u potpunosti predvideti. Upravo stoga
Sto se masine konstruiSu iz nekog datog materijala, odgovarajuéa situacija u
matematici bi i dalje povlacila neku vrstu realizma, jer bi i dalje postojala objektiv-
na osnova nase konstrukcije. Gedel smatra da to povlaci "da matematicki objekti i
¢injenice (ili bar nesto u njima) postoje objektivno i nezavisno od nasih mentalnih
akata i odluka™".

Do sada je platonizam bio posledica jednog od dva disjunkta dileme koju smo
naveli. Kasnije u predavanju Gedel tvrdi da argumenti za platonizam, koji on na-
ziva 1 pojmovnim realizmom, imaju kao podrSku odredene rezultate iz osnova
matematike, nezavisno od toga koji dusjunkt dileme zaista vazi. ReC je o tri argu-
menta usmerena protiv ideje da je matematika ljudska ili slobodna kreacija.

Na prvom mestu, kao §to je re¢eno, ukoliko bi matematika bila ljudska kre-
acija, mi sami ne bi bili liSeni znanja o predmetu koji smo stvorili, bar ne u toj meri
u kojoj to zaista jesmo. Kao drugo, matematiCku praksu odlikuje nizak stepen
slobode, samim tim §to matematicari nisu u stanju da pukom snagom sopstvene
volje dokazuju vazenje svojih teorema. I na kraju, izgleda da dokazi tvrdenja o
izvesnoj klasi objekata zahtevaju upotrebu objekata druge klase. Primera radi, Ge-
del istice da izvesni dokazi tvrdenja o prirodnim brojevima zahtevaju upotrebu
skupova prirodnih brojeva, pa je i pojam skupa prirodnih brojeva nuzan u ovom
kontekstu. Ali prirodni brojevi i skupovi prirodnih brojeva nisu iste stvari i kreacija
objekata prve vrste ne ¢ini nuznom kreaciju objekata druge. To znaci da ukoliko
zelimo da utvrdimo svojstva stvari koje smo kreirali moramo, ujedno, da kreiramo
objekte druge vrste koji ¢e nam u tome pomoci.

Parsons s pravom isti¢e da ovi pozitivni argumenti za platonizam uopste ne
pretpostavljaju pojam intuicije koja se u Gedelovom radu o Kantorovom problemu

18 ibid, str. 310.
19 ibid, str. 311.
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kontinuuma cinila centralnom. U pomenutom Gibs predavanju postoji mesto koje
donekle reiterira teme iz upravo pomenutog rada, ali koje je ovoga puta for-
mulisano pomocu jezika pojmova pre nego li samih skupova. Tako Gedel kritikuje
zamisao prema kojoj se za

"Znacenje termina (tj. pojmova na koje referiraju) tvrdi da predstavlja nesto
stvoreno od strane ¢oveka, a §to se prosto sastoji iz semantickih konvencija.
Verujem da istina lezi u tome da ovi pojmovi poseduju objektivnu stvarnost

U najmanju ruku ovo nas navodi da preispitamo stav da je Gedelov pojam in-
tuicije zaista toliko uzak koliko se €inilo. Ovo, ujedno, baca novo svetlo na Ge-
delove opaske iz 1964 godine. Parsons razmatra naredni odeljak, u kom nalazi
materijal za ne$to istancaniju interpretaciju od uobicajene:

"Ali, uprkos njihovoj udaljenosti od Culnog iskustva, ipak posedujemo nesto
nalik opazaju objekata teorije skupova, o ¢emu svedoci Cinjenica da nam se
aksiome namecu kao istinite. Ne vidim nikakav razlog zbog koga bismo imali
manje poverenja u ovu vrstu opazaja, tj. u matematicku intuiciju, nego u ¢ul-
no opaZzanje koje nam omogucava da gradimo fizicke teorije i da ocekujemo
da ¢e se nasi buduéi Culni opaZaji sa njima slagati, kao i da verujemo da
pitanje koje je trenutno neodlucivo nije bez znacenja i da moze biti odluceno
u buducénosti. "*

Parsons istice da Gedelovo zastupanje pojmovnog realizma, pored "uobicaje-
nog" matemati¢kog realizma, po svemu sudeci uti¢e na to koji su to objekti teorije
skupova koje opazamo. Pod objektima teorije skupova treba razumeti ne samo sa-
me skupove, ve¢ i skupovno-teorijske pojmove kakvi su, primera radi, pojmovi
skupa, pripadnosti i tome slicno.* Povrh toga, ¢ini se da intuicije koje imamo o
samim skupovima zauzimaju manje centralno mesto u Gedelovom objasnjenju
problema matematickog znanja od intuicija koje imamo o skupovno-teorijskim
pojmovima.

Gedel napominje da "matematic¢ka intuicija ne mora biti shva¢ena kao sposob-
nost koja daje neposredno znanje o objektima. Pre ¢e biti slucaj da, kao i u fizic-
kom iskustvu, mi formiramo nase ideje o tim objektima na osnovu neceg drugog
$to jeste neposredno dato".” Ovo bi trebalo da ide u prilog tezi da su neki od nasih
apstraktnih matematickih pojmova primitivni, te da na osnovu njih zasnivamo nase
znanje o ostalim matematickim objektima. Ovi pojmovi su neophodni da bismo

20 ibid, str. 320.

21 K. Godel, "What is Cantor's continuum problem?", str. 268.

22 C. Parsons, "Platonism and mathematical intuition in Kurt Godel's though", str. 65.
23 K. Godel, "What is Cantor's continuum problem?", p. 268.
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imali ideje o matematickim objektima i, kao takvi, zasnivaju ostatak naSeg mate-
matickog znanja.

Cak i ukoliko bi se ispostavilo da matemati¢ki objekti ne postoje, Gedel su-
geriSe da 1 dalje mozemo pruziti smislen odgovor na pitanja kakvo je hipoteza
kontinuuma, i to upravo na osnovu ovih intuicija, buduci da

"Pitanje objektivnog postojanja objekata matematicke intuicije [...] nije pre-
sudno za problem koji trenutno razmatramo. Prosta psiholoska ¢injenica
postojanja intuicije, koja je dovoljno jasna da proizvede aksiome teorije sku-
pova, kao i neograniCen niz njihovih prosirenja, dovoljna je da pruzi smisao
pitanju o istinitosti tvrdenja kakvo je Kantorova hipoteza kontinuuma."*

Gedelovo razlikovanje izmedu objektivne i subjektivne matematike nam ovde
moze biti od pomo¢i. U subjektivnom smislu, ono $to odreduje istinu u domenu
skupova jesu upravo aksiome teorije skupova koje prihvatamo, kao i njihova mo-
guca pro$irenja. Sa druge strane, ono $to odreduje aksiome teorije skupova, kao i
njihova proSirenja, jesu naSe matematicke intuicije primitivnih pojmova. Gedel
veruje da se mogu navesti jaki argumenti u prilog tvrdnji da zaista postoji takvo
nesto kao Sto je objektivna matematika koja je u potpunosti nezavisna od subjek-
tivne matematike. Upravo to namece platonizam kao poziciju, onako kako je od-
redena u Gibs predavanju.

Na ovom mestu mozemo istaci dva aspekta dosadasnje analize platonizma i
intuicije u Gedelovom radu. Prvi je da Gedel iznosi argumente za platonizam koji
su nezavisni od njegovih ideja o prirodi matematicke intuicije. Postoje mesta, kako
smo videli, na kojima Gedel vidi platonizam, uprkos svim njegovim nedostacima,
kao jedinu odrzivu poziciju. Uvodenje sposobnosti matematicke intuicije, kao do-
datne komponente u argumentaciji, mozemo videti kao neSto S$to dolazi nakon
prihvatanja samog platonizma a u cilju objas$njenja onoga za §ta ve¢ znamo da je
istinito. Drugi aspekt se ogleda u tome Sto se matematicka intuicija ne odnosi samo
na skupove ve¢ i na primitivne skupovno-teorijske pojmove. Upravo su ovi poj-
movi ono §to, u mnogo vecoj meri od skupova samih, stvara aksiome koje, sa svoje
strane, odreduju ono §to je dokazivo u teoriji skupova.*

Ukoliko se usredsredimo samo na nacin na koji sticemo znanje o skupovima,
izgubi¢emo iz vida Gedelova gledista o skupovno-teorijskoj praksi, kao i na¢inu na
koji je ona povezana sa njegovim platonizmom. To, medutim, nije sve. Ovim ri-
zikujemo da propustimo i onaj aspekt koji mozemo na¢i unutar Gedelovog progra-

24 ibid, str. 268.

25  Mora se, medutim, priznati da tumacenje kakvo je Parsonsovo nailazi na odredene teskoce.
Cini se da Gedelove argumente odlikuje rebusnost pre nego suptilnost, te da ovakvo podva-
janje sfere matematickih objekata na skupove i pojmove dodatno komplikuje inace upadljivo
jasne Gedelove argumente. Da 1i se, i u kom smislu, moze govoriti o ovoj vrsti podele kod
Gedela pitanje je koje zasluzuje dublju analizu od one koje je ponudena u ovom radu.
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ma formulisanja novih aksioma teorije skupova. Hipotezu kontinuuma mozemo
posmatrati ne samo kao pitanje sta odreduje matematicku istinu, vec i pitanje kako
dolazimo do novih aksioma i verovanja u njih.

Kako za platonistu aksiome daju samo nepotpun opis univerzuma skupova,
mora se postaviti pitanje kakve su to aksiome koje bi nam mogle dati potpun opis
tog univerzuma. To onda prerasta u problem opravdanosti verovanja u takve ak-
siome. Jedno objasnjenje koje Gedel pruza oslanja se na sposobnost matematicke
intuicije. Medutim, ovo nije jedino objaSnjenje koje on nudi. Pored ovog, po Ge-
delovom misljenju, nove aksiome mogu se opravdati svojim posledicama u drugim
granama matematike, kao $to je, primera radi, aritmetika.” Ovaj deo Gedelove fi-
lozofske pozicije, medutim, prevazilazi okvire ovog rada.
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Ontological and Epistemological Dimensions of Godel’s Platonism

(Summary)

Kurt Gdodel is certainly one of the biggest names of logic and mathematics of the last
century. Besides that, he is also the most famous proponent of mathematical Platonism. The
aim of this work is to investigate different aspects of Gddel’s Platonism as well as argu-
ments he put forward in its support. We shall see that despite the problems Platonism faces,
there is a lot to cite that promotes it as the only viable position in the philosophy of
mathematics.

KEY WORDS: Kurt Godel, mathematical platonism, set theory, continuum hypo- thesis,
independence.

26 K. Godel, "What is Cantor's continuum problem?", str. 261.





