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ALGORITMI, KATEGORIJE I 
DOKAZI – TEME IZ SRPSKE  

MODERNE LOGIKE
Sa­že­tak: U ovom radu bavićemo se dvema granama moderne logike 
onako kako su se one razvijale u Srbiji, počevši od kraja Drugog svet­
skog rata pa sve do danas. Reč je o teoriji izračunljivosti i teoriji doka­
za. Prva od njih, teorija izračunljivosti, sticajem nesretnih okolnosti je 
u Srbiji ostala bez škole. Druga, teorija dokaza, u Beogradu je pronašla 
uporište koje danas predstavlja jedno od nekoliko mesta u svetu u kojem 
se gaji duh Gencenovih ideja, a to je naročito slučaj u kategorijalnoj  

teoriji dokaza o kojoj će ovde isključivo biti reči.

Ključ­ne re­či: moderna logika, teorija izračunljivosti, teorija dokaza, 
kategorijalna teorija dokaza.

Cilj ovog ra­da je da is­tak­ne ne­ka va­žna me­sta u raz­vo­ju mo­der­ne 
lo­gi­ke u Sr­bi­ji, od kra­ja Dru­gog svet­skog ra­ta do da­nas. Ima­ju­ći u 
vi­du pri­ro­du i obim ovog ra­da, mo­ra­mo se od­re­ći sva­ke pre­ten­zi­
je na pot­pu­nost. Ume­sto to­ga, tru­di­će­mo se da uka­že­mo na sve­ga 
ne­ko­li­ko, po na­šem mi­šlje­nju va­žnih me­sta ovog raz­vo­ja, ko­ja su 
osta­la ne­po­zna­ta, ili ne­do­volj­no po­zna­ta, te da ih ovim pri­bli­ži­mo  

ši­roj aka­dem­skoj, kao i kul­tur­noj jav­no­sti uop­šte.1

1	 Za pot­pu­ni­ji pre­gled isto­ri­je mo­der­ne lo­gi­ke u Sr­bi­ji, za­in­te­re­so­va­nog či­ta­
o­ca upu­ću­je­mo na zbor­nik ra­do­va sa kon­fe­ren­ci­je „Isto­ri­jat lo­gi­ke u Sr­bi­ji“, 
odr­ža­ne ju­na me­se­ca 2010. go­di­ne, ko­ji je u pri­pre­mi, a pod ured­ni­štvom 
Ne­boj­še Iko­di­no­vi­ća i Žar­ka Mi­jaj­lo­vi­ća. Ta­ko­đe, rad Mir­ja­ne Bo­ri­sa­vlje­vić: 
Doc­to­ral dis­ser­ta­ti­ons in lo­gic from Virtual Library of the Fa­culty of mat­he­
ma­tics in Bel­gra­de, Review of the National Center for Digitization, Vol. 16, 
2010, sa­dr­ži pre­gršt ko­ri­snih in­for­ma­ci­ja o te­ma­ma dok­tor­skih di­ser­ta­ci­ja na­
ših lo­gi­ča­ra, od­bra­nje­nih ka­ko u Sr­bi­ji ta­ko i u ino­stran­stvu. Za upo­zna­va­nje 
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Na pr­vom me­stu, ne­ko­li­ko op­štih na­po­me­na o na­šem pred­me­tu. 
Iz­ra­ze „mo­der­na lo­gi­ka“ i „ma­te­ma­tič­ka lo­gi­ka“ raz­u­me­mo kao 
si­no­nim­ne. Da­kle, pod mo­der­nom lo­gi­kom pod­ra­zu­me­va­mo 
onu gra­nu ma­te­ma­ti­ke za­če­tu, pre sve­ga, u Fre­ge­o­vim (Got­tlob 
Fre­ge) ra­do­vi­ma s kra­ja XIX ve­ka, ko­ja je svo­ju ka­no­ni­za­ci­ju 
do­ži­ve­la u pr­vim de­ce­ni­ja­ma XX ve­ka, za­hva­lju­ju­ći, na pr­vom 
me­stu, ra­do­vi­ma Hil­ber­ta (Da­vid Hil­bert) i Ber­naj­sa (Paul Ber­
nays). Raz­u­me se, mo­der­na lo­gi­ka ima ja­ko du­gu pred­i­sto­ri­ju 
ko­jom do­mi­ni­ra Ari­sto­te­lo­va si­lo­gi­stič­ka lo­gi­ka, i ko­ja lo­gi­ku 
si­tu­i­ra u kor­pus fi­lo­zof­skih pre ne­go ma­te­ma­tič­kih di­sci­pli­na. Po 
Kvaj­no­vim (Wil­lard Van Or­man Qu­i­ne) re­či­ma „lo­gi­ka je pred­
met sa du­gom isto­ri­jom, ko­ji je 1879. po­stao ve­li­ki“2. Go­di­na 
ko­ju Kvajn na­vo­di je­ste go­di­na u ko­joj je ob­ja­vljen Fre­ge­ov Be­
griffsschrift, de­lo za ko­je s pra­vom mo­že­mo re­ći da pred­sta­vlja 

vo­do­del­ni­cu iz­me­đu „sta­re“ i no­ve, mo­der­ne lo­gi­ke.3

Pe­riod iz­me­đu dva svet­ska ra­ta do­veo je do ra­slo­ja­va­nja unu­
tar lo­gi­ke, ko­je je za po­sle­di­cu ima­lo iz­dva­ja­nje če­ti­ri osnov­ne 
gra­ne ovog pred­me­ta. Reč je o teoriji skupova, teoriji modela, 

teoriji dokaza i teoriji izračunljivosti. 

Te­o­ri­ja sku­po­va, naj­sta­ri­ja od če­ti­ri gra­ne lo­gi­ke, na­sta­je se­
dam­de­se­tih go­di­na XIX ve­ka u ra­do­vi­ma ne­mač­kog ma­te­ma­
ti­ča­ra Ge­or­ga Kan­to­ra (Ge­org Can­tor). Ne­ki auto­ri ra­đa­nje ove 
di­sci­pli­ne ve­zu­ju za ve­o­ma kon­kre­tan da­tum, na­i­me 7. de­cem­
bar 1873. go­di­ne, ka­da je Kan­tor pi­smom oba­ve­stio Ri­har­da 
De­de­kin­da (Ric­hard De­de­kind) o svom ot­kri­ću ne­pre­bro­ji­vo­sti  

sku­pa re­al­nih bro­je­va R.4

sa ne­što ši­rim kon­tek­stom raz­vo­ja mo­der­ne lo­gi­ke na Bal­ka­nu, uklju­ču­ju­ći 
i srp­sku lo­gi­ku, pre­po­ru­ču­je­mo ve­o­ma in­struk­tiv­nu stu­di­ju: Va­ka­re­lov D., 
Lo­gic in Cen­tral and Eastern Euro­pe: Bal­kan Re­gion, in: Logic and Scientific 
Methods, Volume One of the Tenth International Congress of Logic Metho­
dology and Philosophy of Science, Florence, August 1995, eds. Dal­la Chi­a­ra 
M. L., Klu­wer, 1997.

2	 Qu­i­ne W. V. O., The Methods of Logic, Holt, Ri­ne­hart and Win­ston, New 
York 1966, str. 7.

3	 Fre­ge G., Begriffsschrift: eine der arithmetischen nachgebildete Formel­
sprache des reinen Denkens, Lo­u­is Ne­bert Ver­lag, Hal­le 1879. Is­tak­ni­mo na 
ovom me­stu da je tre­ba­lo da pro­đe vi­še od se­dam de­ce­ni­ja pre ne­go što je 
zna­čaj Fre­ge­o­vog po­du­hva­ta is­prav­no shva­ćen. Za ne­što dru­ga­či­je gle­di­šte, 
ko­je Fre­geu od­ri­če iz­ve­stan deo za­slu­ga za stva­ra­nje mo­der­ne lo­gi­ke ko­je 
mu se obič­no pri­pi­su­ju, do­de­lju­ju­ći ih pri­tom Bu­lu (Ge­or­ge Bo­o­le) i Per­su 
(Char­les Sa­un­ders Pe­ir­ce), za­in­te­re­so­va­nog či­ta­o­ca upu­ću­je­mo na: Put­nam 
H., Pe­ir­ce the Lo­gi­cian, Historia Mathematica, Vol. 9, 1982. 

4	 Za ve­o­ma za­ni­mlji­vu i de­ta­lji­ma bo­ga­tu stu­di­ju isto­ri­je te­o­ri­je sku­po­va u 
pe­ri­o­du 1850-1940, za­in­te­re­so­va­nog či­ta­o­ca upu­ću­je­mo na: Fer­re­i­ros J., 
Labyrinth of Thought. A History of Set Theory and its Role in Modern Mathe­
matics, Birkhäuser, Ba­sel 2007.
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Ra­đa­nje ne­što mla­đe, te­o­ri­je mo­de­la, obič­no se ve­zu­je za 1915. 
go­di­nu i rad „Über Möglichkeiten im Re­la­tiv­kalkül“5 ne­mač­
kog ma­te­ma­ti­ča­ra Le­o­pol­da Le­ven­haj­ma (Le­o­pold Löwen­
he­im). U ovom ra­du, Le­ven­hajm je do­ka­zao naj­ra­ni­ju ver­zi­ju 
ta­ko­zva­ne Levenhajm-Skolemove teoreme, ko­ja po mi­šlje­nju 
mno­gih pred­sta­vlja oko­sni­cu te­o­ri­je mo­de­la. Le­ven­haj­mo­ve 
re­zul­ta­te je dva­de­se­tih go­di­na uop­štio nor­ve­ški ma­te­ma­ti­čar 
To­ralf Sko­lem (Tho­ralf Sko­lem), pa otud ime po­me­nu­te te­o­
re­me. Po­red ovog, iz­u­zet­no va­žnog tvr­đe­nja, Le­ven­hajm je u 
istom ra­du do­ka­zao da se pro­blem od­lu­či­vo­sti ra­ču­na pre­di­ka­ta 
sa pre­di­ka­ti­ma du­ži­ne ≥ 2 svo­di na pro­blem od­lu­či­vo­sti ra­ču­
na ko­ji sa­dr­ži sa­mo bi­nar­ne pre­di­ka­te, kao i da je mo­na­dič­ki  

ra­čun pre­di­ka­ta od­lu­čiv.6

Te­o­ri­ja do­ka­za ima svoj iz­vor u dru­gom od 23 pro­ble­ma ko­
je je Hil­bert iz­lo­žio na svet­skom kon­gre­su ma­te­ma­ti­ča­ra 1900. 
go­di­ne u Pa­ri­zu. Hil­ber­to­va ide­ja bi­la je da, na pre­la­zu ve­ko­va, 
is­tak­ne ne­ka od va­žnih, otvo­re­nih pi­ta­nja, ko­ja de­vet­na­e­sto­ve­
kov­na ma­te­ma­ti­ka osta­vlja ma­te­ma­ti­ci na­red­nog ve­ka na re­ša­va­
nje. Po­me­nu­ti, dru­gi Hil­ber­tov pro­blem, ti­če se kon­zi­stent­no­sti 
for­mal­ne arit­me­ti­ke.7 Tre­ba­lo je do­ka­za­ti da je for­mal­na arit­me­
ti­ka kon­zi­stent­na te­o­ri­ja, i to sred­stvi­ma ko­ja su stro­go sla­bi­
ja od sred­sta­va ko­je nu­di sa­ma for­mal­na arit­me­ti­ka. Reč je o  

ta­ko­zva­nim  finitističkim sred­stvi­ma.8 

Na­de da je ovo mo­gu­će uči­ni­ti ko­nač­no su raz­ve­ja­ne Ge­de­lo­vim 
(Kurt Gödel) teoremama o nepotpunosti 1931. go­di­ne.9 Ta­ko 
Gedelova druga teorema o nepotpunosti ka­že da sva­ki for­mal­
ni si­stem ko­ji sa­dr­ži for­mal­nu arit­me­ti­ku (pa ti­me i sam si­stem 
for­mal­ne arit­me­ti­ke), uko­li­ko je kon­zi­sten­tan, ne mo­že do­kazati 

5	 Löwen­he­im L., Über Möglichkeiten im Re­la­tiv­kalkül, Mathematische Anna­
len, Vol. 76, 1915.

6	 Za vi­še o ovoj te­mi, vi­di: Ba­de­sa C., The Birth of Model Theory: Löwenhe­
im’s Theorem in the Frame of the Theory of Relatives, Prin­ce­ton Uni­ver­sity 
Press, Prin­ce­ton 2004. 

7	 Isti­ni za vo­lju, zna­čaj for­ma­li­za­ci­je arit­me­ti­ke ni­je bio uočen isto­vre­me­no sa 
Hil­ber­to­vim na­vo­đe­njem po­me­nu­tog pro­ble­ma na svet­skom kon­gre­su ma­te­
ma­ti­ča­ra. Ne­ko­li­ko go­di­na na­kon kon­gre­sa, Hil­bert nu­di iz­ve­sne na­zna­ke u 
po­gle­du to­ga ka­ko bi tre­ba­lo iz­gle­da­ti re­še­nje ovog pro­ble­ma, da bi tek dva­
de­se­tih go­di­na pro­šlog ve­ka for­mu­li­sao raz­vi­jen si­stem for­mal­ne arit­me­ti­ke 
unu­tar ko­ga ovo pi­ta­nje do­bi­ja jed­no sa­svim pre­ci­zno zna­če­nje.

8	 Či­ta­o­ca ko­ji bi že­leo da se bli­že upo­zna sa Hil­ber­to­vim pro­ble­mi­ma, kao i ne­
kim re­še­nji­ma onih ko­ji su za lo­gi­ku po­seb­no va­žni, upu­ću­je­mo na ve­o­ma lep 
pre­gled: Mi­jaj­lo­vić Ž., Mar­ko­vić Z. i Do­šen K., Hilbertovi problemi i logika, 
Za­vod za udž­be­ni­ke i na­stav­na sred­stva, Be­o­grad 1986.

9	 Vi­di: Gödel K., Über for­mal unentsche­id­ba­re Sätze der Principia Mathemati­
ca und ver­wand­ter Syste­me I., Monatshefte für Mathematik und Physik, Vol. 
38, 1931.
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sop­stve­nu kon­zi­stent­nost. Tim pre je ovo ne­mo­gu­će uči­ni­ti  
unu­tar ne­kog strikt­no sla­bi­jeg, fi­ni­ti­stič­kog si­ste­ma.10

Kon­zi­stent­nost for­mal­ne arit­me­ti­ke pr­vi je do­ka­zao ne­mač­
ki lo­gi­čar Ger­hard Gen­cen (Ger­hard Gent­zen), Ber­naj­sov 
đak i Hil­ber­tov asi­stent u Ge­tin­ge­nu od 1935. do 1939. go­
di­ne. Gen­ce­nov do­kaz iz 1936. go­di­ne,11 kao i nje­gov ka­
sni­ji rad iz 1939.12 (ob­ja­vljen 1943. go­di­ne) ja­sno izo­lu­ju 
mi­ni­mal­na sred­stva ko­ja su nam neo­p­hod­na uko­li­ko že­li­
mo do­ka­za­ti kon­zi­stent­nost ovog for­mal­nog si­ste­ma. Ovi re­
zul­ta­ti ozna­ča­va­ju ro­đe­nje ordinalne analize, gra­ne te­o­ri­
je do­ka­za ko­ja pro­u­ča­va sred­stva neo­p­hod­na za do­ka­zi­va­nje  

kon­zi­stent­no­sti raz­li­či­tih for­mal­nih si­ste­ma. 

Ovi re­zul­ta­ti u su­štin­skom smi­slu po­či­va­ju na re­zul­ta­ti­ma nje­go­
ve dok­tor­ske di­ser­ta­ci­je, od­bra­nje­ne 1933. go­di­ne.13 Gen­ce­no­va 
te­za14 obi­lu­je ori­gi­nal­nim ide­ja­ma, i sa­dr­ži mno­go vi­še od kli­ce 
ono­ga što će po­sta­ti opšta teorija dokaza, gra­na te­o­ri­je do­ka­za 
o ko­joj će vi­še re­či bi­ti u na­stav­ku. Teorema o eliminaciji seče­
nja, ko­ju je Gen­cen for­mu­li­sao i do­ka­zao,15 je­dan je od naj­lep­ših 

10	Iz­ve­sna do­za opre­za je neo­p­hod­na na ovom me­stu. Ni­je u pot­pu­no­sti ja­sno 
ko­ja se tač­no sred­stva mo­gu sma­tra­ti fi­ni­ti­stič­kim. Naj­če­šće se pret­po­sta­vlja 
da je, za Hil­ber­ta, fi­ni­ti­stič­ki frag­ment for­mal­ne arit­me­ti­ke oli­čen u Sko­le­
movoj primitivno-rekurzivnoj aritmetici (PRA). Uko­li­ko je ovo slu­čaj, on­da 
za­i­sta PRA ne do­ka­zu­je kon­zi­stent­nost for­mal­ne arit­me­ti­ke na osno­vu dru­ge 
Ge­de­lo­ve te­o­re­me o ne­pot­pu­no­sti. Me­đu­tim, ova­kvo od­re­đe­nje fi­ni­ti­stič­ki 
do­pu­šte­nih sred­sta­va se mo­že sma­tra­ti pre­stro­gim. Ta­ko, uko­li­ko do­pu­sti­mo 
iz­ve­sne ob­li­ke tran­sfi­nit­ne in­duk­ci­je u kor­pu­su fi­ni­ti­stič­kih sred­sta­va, mo­gu­
će je da­ti po­tvr­dan od­go­vor na Hil­ber­tov dru­gi pro­blem.

11	Gent­zen G., Die Wi­der­spruchsfre­i­he­it der re­i­nen Za­hlent­he­o­rie, Mathema­
tische Annalen, Vol. 112, 1936.

12	Gent­zen G., Be­we­is­bar­ke­it und Un­be­we­is­bar­ke­it von Anfangsfällen der tran­
sfi­ni­ten In­duk­tion in der re­i­nen Za­hlent­he­o­rie, Mathematische Annalen, Vol. 
119, 1943. Re­zul­ta­ti ob­ja­vlje­ni u ovom ra­du deo su Gen­ce­no­ve ha­bi­li­ta­ci­o­ne 
te­ze, od­bra­nje­ne 1939. go­di­ne.

13	Ka­ko smo već na­po­me­nu­li, Gen­cen je bio Ber­naj­sov đak, ali je for­mal­ni 
men­tor nje­go­ve dok­tor­ske di­ser­ta­ci­je bio Her­man Vajl. Raz­log ovo­me je­ste 
to što je Ber­naj­su 1933, zbog nje­go­vog je­vrej­skog po­re­kla, od­u­ze­ta pro­fe­su­ra 
u Ge­tin­ge­nu.  

14	Te­za je ob­ja­vlje­na u dva de­la i to kao: Gent­zen G., Un­ter­suc­hun­gen über das 
lo­gische Schließen I, Mathematische Zeitschrift, Vol. 39, 1934. i Un­ter­suc­
hun­gen über das lo­gische Schließen II, Mathematische Zeitschrift, Vol. 39, 
1935. U prevodu na engleski jezik: “Investigations into logical deduction”, 
in: Szabo M. E. (ed.), The Collected Papers of Gerhard Gentzen, North-
Holland, Amsterdam, 1969. 

15	Ak­ce­nat je ov­de ko­li­ko na sa­mom do­ka­zu, to­li­ko, ako ne i vi­še, na for­mu­la­
ci­ji. Či­ni se da je ste­pen ori­gi­nal­no­sti ko­ji je Gen­cen po­ka­zao bio neo­p­ho­dan 
da bi se spro­ve­la pra­va ana­li­za lo­gič­ke de­duk­ci­je i, na­kon to­ga, uop­šte for­
mu­li­sa­la po­me­nu­ta te­o­re­ma. Ne­što slič­no do­go­di­lo se ne­ko­li­ko go­di­na ra­ni­je, 
1930. go­di­ne, ka­da je Ge­del do­ka­zao teoremu potpunosti pre­di­kat­skog ra­ču­
na, jed­nu od naj­va­žni­jih te­o­re­ma lo­gi­ke uop­šte. Svi neo­p­hod­ni re­zul­ta­ti bi­li 
su ta­ko­re­ći „u va­zdu­hu“, ali ni­ko se­bi ni­je po­sta­vio to pi­ta­nje. 



370

MILOŠ ADŽIĆ i SENKA MILOŠEVIĆ

re­zul­ta­ta lo­gi­ke i ma­te­ma­ti­ke uop­šte. Ide­ja ko­joj je u svo­joj te­zi 
pri­stu­pio, u kon­tek­stu ko­je je po­me­nu­ta te­o­re­ma i do­ka­za­na, bi­
la je da se, ve­o­ma ozbilj­no i sa­ve­sno, po­sve­ti pro­ble­mu ana­li­ze 
lo­gič­ke de­duk­ci­je. Mi­nu­ci­o­znost ko­ju je po­ka­zao u ba­vlje­nju 
ovim pro­ble­mom, te­ško da je do da­nas pre­va­zi­đe­na. U ove svr­
he, Gen­cen je raz­vio dva si­ste­ma ana­li­ze for­mal­nih de­duk­ci­ja, 
sistem prirodne dedukcije i sistem sekvenata. Oba ova si­ste­ma, 
kao i re­zul­ta­ti nji­ho­ve ana­li­ze, za­u­zi­ma­ju va­žno me­sto ka­ko u 

te­o­ri­ji do­ka­za ta­ko i u mo­der­noj lo­gi­ci uop­šte.   

Te­o­ri­ja iz­ra­čun­lji­vo­sti na­sta­je tri­de­se­tih go­di­na pro­šlog ve­ka, u 
po­ku­ša­ju da se od­go­vo­ri na na­iz­gled jed­no­stav­no pi­ta­nje -  šta 
je to iz­ra­čun­lji­va (arit­me­tič­ka) funk­ci­ja. Kao od­go­vor na ovo 
pi­ta­nje, a u krat­kom vre­men­skom ra­spo­nu od sve­ga ne­ko­li­
ko go­di­na, po­nu­đe­ni su raz­li­či­ti mo­de­li iz­ra­čun­lji­vo­sti: Tju­
ringove mašine,16 re­kur­ziv­ne funk­ci­je,17 ra­čun lamb­da,18 kao i  

Po­sto­ve ma­ši­ne.19

Svi ovi mo­de­li pred­sta­vlja­ju po­ku­šaj ma­te­ma­tič­ke for­ma­li­za­ci­je 
i ana­li­ze poj­ma efek­tiv­ne pro­ce­du­re ili al­go­rit­ma. Za­di­vlju­ju­ća 
je či­nje­ni­ca, ko­ja će ne­du­go za­tim bi­ti do­ka­za­na, da su svi ovi 
mo­de­li me­đu­sob­no ekvi­va­lent­ni, tj. da de­fi­ni­šu istu kla­su arit­
me­tič­kih funk­ci­ja. Da li ovi mo­de­li pru­ža­ju ade­kvat­nu ana­li­zu 

16	Ka­ko već sa­mo ime go­vo­ri, po­jam Tju­rin­go­ve ma­ši­ne du­gu­je­mo en­gle­skom 
lo­gi­ča­ru Ale­nu Tju­rin­gu, ko­ji ga je for­mu­li­sao 1935, kao dva­de­set­dvo­go­di­
šnji stu­dent ma­te­ma­ti­ke na Uni­ver­zi­te­tu u Kem­bri­džu. Tju­rin­gov rad, ob­ja­
vljen na­red­ne, 1936. go­di­ne, je­dan je od ka­me­na te­me­lja­ca te­o­ri­je iz­ra­čun­lji­
vo­sti, ve­ro­vat­no i naj­zna­čaj­ni­ji. U ovom ra­du Tju­ring nu­di ve­o­ma pre­ci­znu 
ana­li­zu poj­ma in­tu­i­tiv­ne iz­ra­čun­lji­vo­sti, da bi u sve­tlu ove ana­li­ze for­mu­li­sao 
po­jam Tju­rin­go­ve ma­ši­ne, ve­o­ma jed­no­stav­nog, for­mal­nog mo­de­la (in­tu­i­
tiv­ne) iz­ra­čun­lji­vo­sti. Po­red to­ga, Tju­ring je de­fi­ni­sao po­jam ta­ko­zva­ne uni­
verzalne Tjuringove mašine, ko­ja je u sta­nju da opo­na­ša rad ma ko­je dru­ge 
Tju­rin­go­ve ma­ši­ne. Na kra­ju, Tju­ring je do­ka­zao i neo­d­lu­či­vost pre­di­kat­skog 
ra­ču­na, da­ju­ći pri­tom (ne­ga­ti­van) od­go­vor na Hil­ber­tov Entscheidungspro­
blem. Vi­di: Tu­ring A., On Com­pu­ta­ble Num­bers, with an Ap­pli­ca­tion to the 
Entsche­i­dung­spro­blem, Proceedings of the London Mathematical Society. 
Second Series, Vol. 42, 1936.  

17	Po­jam re­kur­ziv­ne funk­ci­je pr­vi uvo­di Ge­del, u ra­du iz 1931. u kom je do­ka­
zao svo­je te­o­re­me o ne­pot­pu­no­sti. Ne­du­go za­tim, ovaj po­jam je stan­dar­di­
zo­vao Ste­fan Kol Kli­ni (Step­hen Co­le Kle­e­ne), da­ju­ći mu ob­lik u ko­me ga 
i da­nas za­ti­če­mo. Vi­di: Kle­e­ne S. C., Ge­ne­ral re­cur­si­ve fun­cti­ons of na­tu­ral 
num­bers, Mathematische Annalen, Vol. 112, 1936, kao i Re­cur­si­ve pre­di­ca­tes 
and qu­an­ti­fi­ers, Transactions of the American Mathematical Society, Vol. 53, 
1943. istog auto­ra. 

18	Lamb­da-de­fi­na­bil­ne funk­ci­je pr­vi put uvo­di ame­rič­ki lo­gi­čar Alon­zo Čerč 
(Alon­zo Church) u ra­du An un­sol­va­ble pro­blem of ele­men­tary num­ber the­
ory, American Journal of Mathematics, Vol. 58, 1936. U ovom ra­du Čerč je, 
na­za­vi­sno od Tju­rin­ga, do­ka­zao ne­re­ši­vost Hil­ber­to­vog Entscheidungspro­
blem-a.

19	Po­jam Po­sto­ve ma­ši­ne du­gu­je­mo ame­rič­kom lo­gi­ča­ru polj­skog po­re­kla, 
Emi­lu Po­stu (Emil Post), ko­ji ga je for­mu­li­sao u ra­du Fi­ni­te Com­bi­na­tory 
Pro­ces­ses. For­mu­la­tion I, The Journal of Symbolic Logic, Vol. 1, 1936. 
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poj­ma in­tu­i­tiv­ne iz­ra­čun­lji­vo­sti? Dru­gim re­či­ma, da li je sva­
ka in­tu­i­tiv­no iz­ra­čun­lji­va funk­ci­ja ujed­no i iz­ra­čun­lji­va pu­tem 
Tjuringo­ve ma­ši­ne, pri­me­ra ra­di? Da je ovo slu­čaj, tvr­di ta­ko­
zva­na Čerč-Tjuringova teza. Iako se ne mo­že­mo na­da­ti nje­nom 
stro­gom do­ka­zu, bu­du­ći da do­vo­di u ve­zu je­dan in­tu­i­tiv­ni (efek­
tiv­na iz­ra­čun­lji­vost) i je­dan for­mal­ni po­jam (Tju­ring iz­ra­čun­lji­
vost), u pri­log ovoj te­zi go­vo­ri či­nje­ni­ca da se sva­ka funk­ci­ja ko­ju 
mo­že­mo sma­tra­ti in­tu­i­tiv­no iz­ra­čun­lji­vom do sa­da po­ka­za­la kao  

Tju­ring iz­ra­čun­lji­va.20 

Ova tra­di­ci­o­nal­na po­de­la, raz­u­me se, ne po­kri­va či­ta­vu da­na­
šnju lo­gi­ku. Na ovom me­stu bi­smo že­le­li da is­tak­ne­mo uti­caj 
te­o­ri­je ka­te­go­ri­ja, jed­ne mla­de gra­ne al­ge­bre na mo­der­nu lo­gi­
ku, i obrat­no. Sim­bi­ot­ska pri­ro­da ovog od­no­sa se mo­žda naj­lep­
še vi­di u od­no­su te­o­ri­je ka­te­go­ri­ja i te­o­ri­je do­ka­za, o če­mu će  

još bi­ti re­či.

* * *

U na­stav­ku ovog ra­da ba­vi­će­mo se dve­ma gra­na­ma mo­der­ne 
lo­gi­ke ona­ko ka­ko su se one raz­vi­ja­le u Sr­bi­ji, po­čev­ši od kra­
ja Dru­gog svet­skog ra­ta pa sve do da­nas. Reč je o te­o­ri­ji iz­ra­
čun­lji­vo­sti i te­o­ri­ji do­ka­za. Pr­va od njih, te­o­ri­ja iz­ra­čun­lji­vo­sti, 
sti­ca­jem ne­sret­nih okol­no­sti je u Sr­bi­ji osta­la bez ško­le. Dru­ga, 
te­o­ri­ja do­ka­za, u Be­o­gra­du je pro­na­šla upo­ri­šte ko­je da­nas pred­
sta­vlja jed­no od ne­ko­li­ci­ne me­sta u sve­tu u ko­jem se ga­ji duh 
Gen­ce­no­vih ide­ja, a to je na­ro­či­to slu­čaj u ka­te­go­ri­jal­noj te­o­ri­ji 

do­ka­za o ko­joj će ov­de is­klju­či­vo bi­ti reč.

Pr­vi kurs lo­gi­ke u Sr­bi­ji na­kon Dru­gog svet­skog ra­ta, na Fi­
lo­zof­skom fa­kul­te­tu u Be­o­gra­du, dr­ži Ka­ji­ca Mi­la­nov (1905-
1986). Mi­la­nov je fi­lo­zo­fi­ju stu­di­rao u Be­ču od 1924. do 1928. 
go­di­ne, gde je i dok­to­ri­rao 1932. To­kom stu­di­ja, bio je u pri­li­
ci da se upo­zna sa jed­nim od naj­zna­čaj­ni­jih fi­lo­zof­skih pra­va­ca 
svo­ga do­ba, na me­stu na kom je i za­čet. Reč je, na­rav­no, o logič­
kom pozitivizmu pri­pad­ni­ka Bečkog kruga.21 O uti­ca­ju fi­lo­zo­fi­je 

20	Svi kla­sič­ni ra­do­vi iz te­o­ri­je iz­ra­čun­lji­vo­sti ko­je smo do sa­da ima­li pri­li­ke da 
na­ve­de­mo, sa­bra­ni su u zbor­ni­ku: Da­vis M., The Undecidable. Basic Papers 
on Undecidable Propositions, Unsolvable Problems and Computable Functi­
ons, Ra­ven Press, New York 1965.

21	Iako zva­nič­no osno­van 1928. go­di­ne (kao Društvo Ernsta Maha), Beč­ki 
krug ima du­žu pred­i­sto­ri­ju. Ova po­sled­nja za­po­či­nje 1908. sa­stan­ci­ma Fi­
li­pa Fran­ka (Phi­lipp Frank), Han­sa Ha­na (Hans Hahn) i Ota Noj­ra­ta (Ot­to 
Ne­u­rath), po­sve­će­nim, pre sve­ga, te­ma­ma iz fi­lo­zo­fi­je na­u­ke. Zna­čaj­na pre­
kret­ni­ca u ra­du ove gru­pe na­sta­la je ob­ja­vlji­va­njem Vit­gen­štaj­no­vog (Lud­wig 
Wit­tgen­ste­in) ka­pi­tal­nog de­la Tractatus Logico-Philosophicus, 1921. go­di­ne 
(dvo­je­zič­no, ne­mač­ko-en­gle­sko iz­da­nje, po­ja­vi­lo se, na­red­ne, 1922). Po­čev­ši 
od 1926. go­di­ne, or­ga­ni­zo­van je niz sa­sta­na­ka ko­ji su bi­li po­sve­će­ni upra­
vo Traktatu. Sa­stan­ci­ma je, u ovom pe­ri­o­du, ru­ko­vo­dio Mo­ric Šlik (Mo­ritz 
Schlick), fi­lo­zof i fi­zi­čar, ko­ji je, na ini­ci­ja­ti­vu Ha­na i Fran­ka, po­stao član 
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Bečkog kru­ga na Mi­la­no­va go­vo­ri i či­nje­ni­ca da je, po po­vrat­ku 
u Be­o­grad, svo­ju va­žnu stu­di­ju, Osnovni problemi teorije sa­
znanja, pi­sao upra­vo u du­hu ove ško­le. Ova knji­ga bi­la je pr­vi, i 
du­go za­tim i je­di­ni udž­be­nik epi­ste­mo­lo­gi­je kod nas. Na­ža­lost, 
iako po svom sa­dr­ža­ju ve­o­ma sa­vre­me­na, ona ni­je do­ži­ve­la ve­li­
ki od­jek u na­šoj sre­di­ni i ubr­zo je za­vr­ši­la u sen­ci fi­lo­zo­fi­je di­ja­
lek­tič­kog ma­te­ri­ja­li­zma. Na­kon za­vr­šet­ka ra­ta, na Fi­lo­zof­skom 
fa­kul­te­tu u Be­o­gra­du, Mi­la­nov pre­da­je ma­te­ma­tič­ku lo­gi­ku u 
pe­ri­o­du od 1945. do 1947. go­di­ne ka­da, usled po­li­tič­kog pro­go­
na, bi­va pri­nu­đen da emi­gri­ra za Austra­li­ju. Od ta­da pa sve do 
kra­ja pe­de­se­tih go­di­na, mo­der­na lo­gi­ka ni­je uspe­va­la da pro­na­đe 

svo­je me­sto u srp­skim ško­la­ma. 

Pr­vi mo­der­ni srp­ski lo­gi­čar, u pra­vom smi­slu te re­či, bio je Vla­
de­ta Vuč­ko­vić. Na­kon za­vr­še­nih stu­di­ja ma­te­ma­ti­ke na Ma­te­
ma­tič­kom fa­kul­te­tu u Be­o­gra­du, Vuč­ko­vić na­sta­vlja da se ba­
vi ma­te­ma­ti­kom i 1953. bra­ni dok­tor­sku di­ser­ta­ci­ju iz obla­sti 
ma­te­ma­tič­ke ana­li­ze kod men­to­ra Jo­va­na Ka­ra­ma­te, jed­nog 
od naj­po­zna­ti­jih srp­skih ma­te­ma­ti­ča­ra. Se­dam go­di­na ka­sni­je, 
1960-te, sti­če pro­fe­su­ru na Ma­šin­skom fa­kul­te­tu u Be­o­gra­du. 
Iste go­di­ne po­se­ću­je sa­stan­ke Praxis gru­pe, gde se upo­zna­je sa 
ne­kim od vo­de­ćih fi­lo­zo­fa u Sr­bi­ji i Ju­go­sla­vi­ji onog vre­me­na. U 
ma­te­ma­tič­koj lo­gi­ci je bio sa­mo­uk, ba­vio se te­o­ri­jom iz­ra­čun­lji­
vo­sti iz ko­je je dr­žao i pre­da­va­nja 1962. go­di­ne, na Fi­lo­zof­skom 
fa­kul­te­tu u Be­o­gra­du. U pu­bli­ci su, po­red na­stav­ni­ka sa Fi­lo­
zof­skog fa­kul­te­ta, Sve­tla­ne Knja­ze­ve i Alek­san­dra Kro­na, bi­li i 
post­di­plom­ci sa Ma­te­ma­tič­kog fa­kul­te­ta. Na­ža­lost, za­hva­lju­ju­ći 
raz­lo­zi­ma ko­ji ne­ma­ju ve­ze sa na­u­kom, a u du­hu iz­da­šno­sti u 
po­gle­du re­pre­sa­li­ja pre­ma po­li­tič­kim ne­is­to­mi­šlje­ni­ci­ma si­stema 
ono­ga vre­me­na, Vuč­ko­vić je, kao i Mi­la­nov ne­pu­nih dvade­
set go­di­na pre nje­ga, bio pri­nu­đen da emi­gri­ra, ovo­ga pu­ta za  

Sje­di­nje­ne Ame­rič­ke Dr­ža­ve.

Vuč­ko­vi­ćev pr­vi rad iz obla­sti lo­gi­ke Partially ordered re­
cursive arithmetics,22 pred­sta­vlja za­ni­mlji­vu va­ri­ja­ci­ju 
Gudstinovog23 jedna­ko­snog ra­ču­na, ko­ji do­pu­šta pri­mi­tiv­no-
re­kur­ziv­ne definicije, i unu­tar ko­ga je mo­gu­će do­ka­za­ti ve­li­ki 

ka­te­dre ze fi­lo­zo­fi­ju Uni­ver­zi­te­ta u Be­ču pet go­di­na ra­ni­je, 1921. go­di­ne. 
Beč­kom kru­gu se te iste, 1926. go­di­ne, pri­dru­žu­je i Ru­dolf Kar­nap (Ru­dolf 
Car­nap). Go­di­ne ko­je je Mi­la­nov pro­veo na Uni­ver­zi­te­tu u Be­ču, bez sum­nje 
pred­sta­vlja­ju naj­plod­ni­ji pe­riod ra­da Beč­kog kru­ga, kao i fi­lo­zo­fi­je s pr­ve po­
lo­vi­ne XX ve­ka uop­šte.

22	Vuč­ko­vić V., Par­ti­ally or­de­red re­cur­si­ve arit­hme­tics, Mathematica Scandina­
vica, Vol. 7, 1959.

23	Go­od­stein R. L., Recursive number theory: A development of recursive arit­
hmetic in a logic-free equation calculus, North-Holland, Amsterdam 1957. 
Gud­sti­nov rad pred­sta­vlja for­mu­la­ci­ju Sko­le­mo­ve pri­mi­tiv­no-re­kur­ziv­ne 
arit­me­ti­ke, ko­ju smo već ima­li pri­li­ke da spo­me­ne­mo, pu­tem jed­na­ko­snog 
ra­ču­na. 
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broj tvrđenja ele­men­tar­ne arit­me­ti­ke.24 Vuč­ko­vi­će­va ide­ja bi­
la je da, ume­sto jed­ne ope­ra­ci­je sled­be­ni­ka S, raz­ma­tra či­ta­vu 
kla­su (ko­načnu ili pre­bro­ji­vo bes­ko­nač­nu) raz­li­či­tih ope­ra­ci­
ja sled­be­ni­ka {S0 , S1,..., Sn-1} ili {S0, S1,...}. Jed­na od ak­si­o­ma 
Vuč­ko­vi­će­vog jedna­ko­snog ra­ču­na nam ga­ran­tu­je da sva­ka od 
ovih ope­ra­ci­ja ko­mu­ti­ra sa sva­kom dru­gom (bez ove ak­si­o­me 
ne bi­smo bi­li u sta­nju da do­ka­že­mo, pri­me­ra ra­di, da je de­fi­ni­
sa­na ope­ra­cija sa­bi­ra­nja ko­mu­ta­tiv­na). Gra­de­ći na ovoj osno­vi, 
Vuč­ko­vić je po­ka­zao ka­ko je, unu­tar nje­go­vog ak­si­o­mat­skog si­
ste­ma, mo­gu­će de­fi­ni­sa­ti uobi­ča­je­ne re­kur­ziv­ne ope­ra­ci­je. Po­
red to­ga, na osno­vu sred­sta­va ko­ja nam ova arit­me­ti­ka pru­ža, 
mo­že­mo de­fi­ni­sa­ti i lo­gič­ke ve­zni­ke, ka­ko kla­sič­ne ta­ko i in­
tu­i­ci­o­ni­stič­ke. Iz­ve­stan „ne­do­sta­tak“ Vuč­ko­vi­će­vog ra­da pred­
sta­vlja či­nje­ni­ca da u nje­mu ni­su de­fi­ni­sa­ne ogra­ni­če­ne su­me i 
pro­iz­vo­di re­kur­ziv­nih funk­ci­ja, što bi on­da omo­gu­ća­va­lo uvo­
đe­nje ogra­ni­če­nih kvan­ti­fi­ka­to­ra u nje­go­vu for­mal­nu arit­me­ti­
ku. Ovaj pro­blem Vuč­ko­vić će ot­klo­ni­ti ne­ko­li­ko go­di­na ka­sni­
je, u ra­du „Einführung von Ʃf (x) und Πf(x) in der re­kur­si­ven  

Git­ter­punk­ta­rit­hme­tik“.25

Sve­ga go­di­nu da­na na­kon svog pr­vog ob­ja­vlje­nog ra­da iz obla­
sti lo­gi­ke, Vuč­ko­vić ob­ja­vlju­je obim­nu i ve­o­ma ori­gi­nal­nu 
stu­di­ju Rekursive Wortarithmetik,26 ko­ja u mno­gim aspek­ti­ma 
sa­dr­ži je­zgro nje­go­vih ka­sni­jih lo­gič­kih ra­do­va. Vuč­ko­vi­će­va 
rekurzivna aritmetika reči pred­sta­vlja uop­šte­nje uobi­ča­je­ne re­
kur­ziv­ne arit­me­ti­ke, uto­li­ko što ume­sto sku­pa svih re­či na al­
fa­be­tu {0,S}razma­tra skup svih re­či na pro­ši­re­nom al­fa­be­tu 
{0,S0 , S1,...,Sn-1}. Slič­no to­me, de­fi­ni­ci­ja re­kur­ziv­nih funk­ci­ja 
na re­či­ma pu­tem pri­mi­tiv­ne, kao i dvo­stru­ke, re­kur­zi­je uop­šta­
va stan­dard­ne re­kur­ziv­ne de­fi­ni­ci­je arit­me­tič­kih funk­ci­ja. Slič­
nost sa si­ste­mom, ko­ji je Vuč­ko­vić pred­lo­žio u ra­ni­jem ra­du, 
je oči­gled­na. Kao i parcijalno uređena rekurzivna aritmetika, 
i re­kur­ziv­na arit­me­ti­ka re­či je iz­ra­že­na na istom al­fa­be­tu, i ak­
si­o­ma­ti­zo­va­na pu­tem jed­na­ko­snog ra­ču­na. Raz­li­ka iz­me­đu ova 
dva si­ste­ma ogle­da se u to­me što, dok u pr­vom siste­mu ope­
ra­ci­je SmSn komu­ti­ra­ju za sva­ko n,m, u potonjem imamo da  

ka­da je m ≠ n važi SmSn ≠SnSm.

24	Iako će­mo se tru­di­ti da či­ta­o­ca ne op­te­re­ti­mo pre­vi­še teh­nič­kim poj­mo­vi­ma, 
sa­ma pri­ro­da ma­te­ri­ja nam ne osta­vlja mno­go iz­bo­ra sem da, u po­je­di­nim 
pri­li­ka­ma, od­re­đe­ne poj­mo­ve, či­je su de­fi­ni­ci­je su­vi­še kom­plek­sne da bi se u 
ce­lo­sti iz­lo­ži­le, osta­vi­mo ne­de­fi­ni­sa­nim. U sva­kom ta­kvom slu­ča­ju, či­ta­o­ca 
upu­ću­je­mo na: Ro­gers H., Theory of Recursive Functions and Effective Com­
putability, McGraw-Hill, New York 1967. 

25	Vuč­ko­vić V., „Einführung von Ʃf(x) und Πf(x) in der re­kur­si­ven Git­ter­punk­
ta­rit­hme­tik“, Doklady Bolgarskoj Akademija Nauk., Vol. 6, 1962.

26	Vuč­ko­vić V., Re­kur­si­ve Wor­ta­rit­hme­tik,  Publications de l’Institut Mathéma­
tique, Vol. 14, 1960.
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Uop­šte­nje pret­hod­nih re­zul­ta­ta Vuč­ko­vić je po­nu­dio u ra­du On 
some possibilities in the foundations of recursive arithmetics of 
words,27 u kom raz­ma­tra si­ste­me či­ji je je­zik for­mu­li­san na al­
fa­be­tu {Sα: α ϵ I}. Je­di­no što se pret­po­sta­vlja u ve­zi sa ovim 
al­fa­be­tom je­ste da su svi sim­bo­li me­đu­sob­no raz­li­či­ti, kao i da 
po­sto­ji is­tak­nut sim­bol. Čak i uz mi­ni­mal­ne pret­po­stav­ke ovog 
ti­pa, Vuč­ko­vić je us­peo da po­ka­že da je ka­rak­te­ri­stič­na funk­
ci­ja jed­na­ko­sti re­či pri­mi­tiv­no-re­kur­ziv­na, kao i da je iz­ve­
stan vid in­duk­ci­je, ko­ju Vuč­ko­vić na­zi­va etažnom indukcijom,  

do­ka­ziv u ovom si­ste­mu.

Ne­ko­li­ko go­di­na ka­sni­je, u ra­du Almost recursive sets,28 Vuč­
ko­vić is­pi­tu­je iz­ve­snu va­ri­ja­ci­ju poj­ma retraceable sku­pa, ko­ji 
su uve­li De­ker (Ja­cob Dek­ker) i Maj­hil (John Myhill). Na­i­me, 
za pro­iz­vo­ljan skup A c N ne­ka je ρA (x) jed­na­ka kar­di­nal­no­sti 
sku­pa {y:y ϵ A ˄ y ˂ x}. Skup A je re­kur­zi­van ako i sa­mo ako 
je funk­ci­ja ρA rekur­ziv­na. Skup A je gotovo rekurzivan ako i sa­
mo ako se re­strik­ci­ja funk­ci­je ρA na skup A može pro­ši­ri­ti do 
par­ci­jal­no re­kur­ziv­ne funk­ci­je. Po­red poj­ma go­to­vo re­kur­ziv­
nog sku­pa, ovaj rad uvo­di i poj­mo­ve gotovo rekurzivne funkcije 
kao i gotovo semirekurzivnog skupa. Vuč­ko­vić da­lje do­ka­zu­je 
da je sva­ki retraceable skup go­to­vo re­kur­zi­van, kao i da je sva­
ki go­to­vo re­kur­zi­van skup či­ji je kom­ple­ment se­mi­re­kur­zi­van 
retraceable. Osla­nja­ju­ći se na re­zul­ta­te Maj­hi­la i De­ke­ra, Vuč­
ko­vić je da­lje po­ka­zao da je sva­ki Tju­rin­gov ste­pen go­to­vo re­
kur­zi­van, kao i da je sva­ki se­mi­re­kur­zi­van Tju­rin­gov ste­pen u 
isto vre­me i ste­pen se­mi­re­kur­ziv­nog sku­pa, či­ji je kom­ple­ment  

go­to­vo re­kur­zi­van.

Ove re­zul­ta­te do­dat­no je uop­štio Vuč­ko­vi­ćev đak, Džon Be­ri 
(John Be­rry), ko­ji je de­talj­no is­pi­tao kla­si­fi­ka­ci­ju retraceable, 
re­gre­siv­nih, imu­nih, hi­pe­ri­mu­nih, go­to­vo re­kur­ziv­nih, go­to­vo 
se­mi­re­kur­ziv­nih sku­po­va itd., do­ka­zav­ši pri­tom iz­ve­sne re­la­ci­je 
iz­me­đu po­sled­njih dva­ju kla­sa i do­bro po­zna­tih kla­sa ko­je im 

pret­ho­de.29

Vuč­ko­vi­ćev rad Creative and weakly creative sequences of r.e. 
sets30 nu­di al­ter­na­tiv­nu de­fi­ni­ci­ju kla­se Kli­vo­vih (John Cleave) 

27	Vuč­ko­vić V., On so­me pos­si­bi­li­ti­es in the fo­un­da­ti­ons of re­cur­si­ve arit­hme­
tics of words, Glasnik Matematičko-Fizički i Astronomski (Series II), Vol. 17, 
1962.

28	Vuč­ko­vić V., Al­most re­cur­si­ve sets, Proceedings of the American Mathema­
tical Society, Vol. 23, 1969.

29	Be­rry J. W., Al­most re­cur­si­vely enu­me­ra­ble sets, Transactions of the Ameri­
can Mathematical Society, Vol. 164, 1972.

30	Vuč­ko­vić V., Cre­a­ti­ve and we­akly cre­a­ti­ve se­qu­en­ces of r.e. sets, Procee­
dings of the American Mathematical Society, Vol. 18, 1967.
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kre­a­tiv­nih ni­zo­va se­mi­re­kur­ziv­nih sku­po­va.31 Ovi pojmovi 
imaju svoj iz­vor u Maj­hi­lo­vom32 pojmu kreativnog skupa, ko­ji je 
dalje uopštio Smalijan33 (Raymond Smullyan) de­fi­ni­sa­njem pa­
rova kreativnih skupova. Vuč­ko­vi­će­va de­fi­ni­ci­ja ima tu pred­nost 
što pred­sta­vlja ne­po­sred­no uop­šte­nje Sma­li­ja­no­ve de­fi­ni­ci­je, što 
je či­ni do­ne­kle jed­no­stav­ni­jom od one ko­ju je po­nu­dio Kliv. Slu­
že­ći se Vuč­ko­vi­će­vim re­zul­ta­ti­ma, nje­go­va stu­dent­ki­nja na uni­
ver­zi­te­tu No­tr Dejm (No­tre Da­me), Ej­drian Kar­pen­ti­je (Adrian 
Car­pen­ti­er) je stan­dard­ne de­fi­ni­ci­je efek­tiv­ne ne­raz­dvo­ji­vo­sti, 
uni­ver­zal­no­sti itd., kao i re­zul­ta­te s nji­ma u ve­zi, pro­ši­ri­la na 

dvo­stru­ke kre­a­tiv­ne ni­zo­ve.34

Još je­dan Vuč­ko­vi­ćev đak, To­mas Pejn (Tho­mas Payne), osta­
vio je iza se­be zna­čaj­ne re­zul­ta­te ko­ji ka­rak­te­ri­šu kla­su kre­a­
tiv­nih ni­zo­va, de­talj­no is­pi­tu­ju­ći te­o­ri­ju ta­ko­zva­nih završenih 
nizova ko­ju du­gu­je­mo Malj­ce­vu (Ана­то́лий Ива́но­вич Ма́ль­
цев).35 Ove re­zul­ta­te Pejn je ka­sni­je pri­me­nio u is­pi­ti­va­nju 
efek­tiv­nih fik­snih ta­ča­ka ni­zo­va, do­vo­de­ći ih u ve­zu sa mo­
guć­no­šću pro­ši­re­nja par­ci­jal­no re­kur­ziv­nih funk­ci­ja do to­tal­nih  

re­kur­ziv­nih funk­ci­ja.36

U ne­što ka­sni­jim ra­do­vi­ma,37 Vuč­ko­vić raz­vi­ja ide­ju rekurzivne 
mnogostrukosti, ko­ju je pr­vi put for­mu­li­sao 1973. go­di­ne u ra­du 
Local recursive theory.38 Gru­bo go­vo­re­ći, re­kur­ziv­nu mno­go­
stru­kost či­ne skup, za­jed­no sa od­go­va­ra­ju­ćom struk­tu­rom ko­ja 
je, u od­re­đe­nom smi­slu, efek­tiv­na. Vuč­ko­vić do­ka­zu­je mno­ge 
za­ni­mlji­ve re­zul­ta­te o ovoj kla­si obje­ka­ta, ko­ji pra­te one uobi­
ča­je­ne iz to­po­lo­gi­je mno­go­stru­ko­sti. Osim is­pi­ti­va­nja „lo­kal­ne“ 
struk­tu­re re­kur­ziv­nih i se­mi­re­kur­ziv­nih mno­go­stru­ko­sti, Vuč­ko­
vić se ko­ri­sti i sred­stvi­ma te­o­ri­je ka­te­go­ri­ja, ko­ja mu omo­gu­ćava 

31	Cle­a­ve J. P., Cre­a­ti­ve fun­cti­ons, Zeitschrift für Mathematische Logik und 
Grundlagen der Mathematik, Vol. 7, 1961.

32	Myhill J., Cre­a­ti­ve sets, Zeitschrift für Mathematische Logik und Grundlagen 
der Mathematik, Vol. 1, 1955.

33	Smullyan R. M., Theory of formal Systems, Prin­ce­ton Uni­ver­sity Press, Prin­
ce­ton 1961.

34	Car­pen­ti­er A., Cre­a­ti­ve se­qu­en­ces and do­u­ble se­qu­en­ces, Notre Dame Jour­
nal of Formal Logic, Vol. 9, 1968.

35	Payne T. H., Se­qu­en­ces ha­ving an ef­fec­ti­ve fi­xed-po­int pro­perty, Transacti­
ons of the American Mathematical Society, Vol. 165, 1972.

36	Payne T. H., Ef­fec­ti­ve ex­ten­da­bi­lity and fi­xed po­ints, Notre Dame Journal of 
Formal Logic, Vol. 14, 1973.

37	Vi­di: Vuč­ko­vić V., Re­cur­si­ve and re­cur­si­vely enu­me­ra­ble ma­ni­folds I, No­
tre Dame Journal of Formal Logic, Vol. 18, 1977., i Re­cur­si­ve and re­cur­si­
vely enu­me­ra­ble ma­ni­folds II, Notre Dame Journal of Formal Logic, Vol. 18, 
1977.

38	Vuč­ko­vić V., Lo­cal re­cur­si­ve the­ory, Notre Dame Journal of Formal Logic, 
Vol. 14, 1973.
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is­pi­ti­va­nje „glo­bal­nih“ svoj­sta­va ka­te­go­ri­je se­mi­re­kur­ziv­nih 
mno­go­stru­ko­sti REM.39

Iako su Vuč­ko­vi­će­vi ra­do­vi, pre sve­ga, iz obla­sti te­o­ri­je iz­ra­
čun­lji­vo­sti, on je uspe­vao da ih, na za­ni­mljiv na­čin, po­ve­že i sa 
dru­gim obla­sti­ma lo­gi­ke. Ta­ko, pri­me­ra ra­di, nje­gov rad Rekur­
zivni modeli nekih neklasičnih iskaznih računa,40 is­pi­tu­je is­ka­zni 
ra­čun A, koji je bli­zak in­tu­i­ci­o­ni­stič­kom, i u ko­me je, za raz­li­ku 
od in­tu­i­ci­o­ni­stič­kog is­ka­znog ra­ču­na, do­ka­ziv slab ob­lik za­ko­na 
is­klju­če­nja tre­ćeg, ¬p˅¬¬p. Kao ni u in­tu­i­ci­o­ni­stič­kom ra­ču­nu, 
ni u ra­ču­nu A nisu do­ka­zi­vi p˅¬ρ kao ni ¬¬p→p. Mo­del ovog 
is­ka­znog ra­ču­na Vuč­ko­vić kon­stru­i­še unu­tar svo­je re­kur­ziv­ne 
arit­me­ti­ke re­či, iz­ra­že­ne na je­zi­ku {0,S0 , S1}, ta­ko što sva­kom od 
ve­zni­ka ˄,˅,→,¬ pri­dru­žu­je jed­nu re­kur­ziv­nu funk­ci­ju. Ova­ko 
de­fi­ni­san mo­del ima to svoj­stvo da, uko­li­ko je φ for­mu­la je­zi­ka 
od A i ako je φ* rekur­ziv­na funk­ci­ja do­bi­je­na za­me­nom ve­zni­ka 
od­go­va­ra­ju­ćim re­kur­ziv­nim funk­ci­ja­ma, on­da va­ži da, ako je φ 
doka­zi­va u A, on­da je jed­na­kost φ* = 0 doka­zi­va u re­kur­ziv­noj 
arit­me­ti­ci re­či. Me­đu­tim, Vuč­ko­vi­će­va ak­si­o­ma­ti­za­ci­ja ni­je po­
se­do­va­la svoj­stvo pot­pu­no­sti, na šta je uka­zao So­bo­činj­ski (Bo­le­
sł­aw So­bo­ci­ń­ski), ko­ji je ujed­no i for­mu­li­sao pot­pu­nu eks­ten­zi­ju  

Vuč­ko­vi­će­vog si­ste­ma A.41

Po­red ra­da ko­ji je u stro­gom smi­slu lo­gič­ki, Vuč­ko­vić je bio 
upo­znat i sa te­ma­ma ko­je su ka­rak­te­ri­sa­le on­da­šnje ras­pra­ve oko 
osno­va ma­te­ma­ti­ke. Ta­ko, u tek­stu di­sku­si­je ko­ji je ob­ja­vljen 
1963. go­di­ne,42 Vuč­ko­vi­ću po­la­zi za ru­kom da či­ta­o­ca, na ve­o­
ma ja­san i zna­lač­ki na­čin, upu­ti na naj­zna­čaj­ni­ja me­sta fi­lo­zo­fi­je 
ma­te­ma­ti­ke. Po­šav­ši od pro­ble­ma an­ti­no­mi­ja u te­o­ri­ji sku­po­va, 
kao i pi­ta­nja ak­si­o­ma­ti­za­ci­je te­o­ri­je sku­po­va i ma­te­ma­tič­kih te­
o­ri­ja uop­šte, Vuč­ko­vić kon­ci­zno pred­sta­vlja tri glav­ne ško­le u 
osno­va­ma ma­te­ma­ti­ke: logicizam Fre­gea i Ra­sla (Ber­trand Rus­
sell), Bra­u­ve­rov (Jan Bro­u­wer) intuicionizam, kao i Hil­ber­tov 
formalizam. Ta­ko­đe, Vuč­ko­vić ne pro­pu­šta da is­tak­ne fi­lo­zof­ski 
zna­čaj po­je­di­nač­nih re­zul­ta­ta lo­gi­ke: Ge­de­lo­ve te­o­re­me o ne­pot­
pu­no­sti i nji­ho­ve po­sle­di­ce po Hil­ber­tov pro­gram, Gen­ce­nov do­
kaz kon­zi­stent­no­sti Pe­a­no­ve arit­me­ti­ke, Le­ven­hajm-Sko­le­mo­va 
te­o­re­ma i ta­ko­zva­ni Sko­le­mov pa­ra­doks, Čerč-Tju­rin­go­va te­za 
i po­jam iz­ra­čun­lji­ve funk­ci­je, sa­mo su ne­ki od mo­me­na­ta ko­
je ovaj rad apo­stro­fi­ra. Či­ta­o­cu ko­ji je upo­znat sa sa­vre­menom 

39	Vi­di: Vuč­ko­vić V., Re­cur­si­ve and re­cur­si­vely enu­me­ra­ble ma­ni­folds II, str. 
397.

40	Vuč­ko­vić V., Re­kur­ziv­ni mo­de­li ne­kih ne­kla­sič­nih is­ka­znih ra­ču­na, Filozofi­
ja, Vol. 4, 1960.

41	 So­bo­ci­ń­ski B., On the pro­po­si­ti­o­nal system A of Vuč­ko­vić and its ex­ten­si­on 
I, Notre Dame Journal of Formal Logic, Vol. 5, 1964.

42	Vuč­ko­vić V., Fi­lo­zof­ski aspek­ti is­tra­ži­va­nja o osno­va­ma ma­te­ma­ti­ke, Filozo­
fija, Vol. 1, 1963.
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litera­tu­rom iz obla­sti fi­lo­zo­fi­je ma­te­ma­ti­ke ne­će bi­ti te­ško da 
uoči ak­tu­el­nost te­ma ko­je je Vuč­ko­vić is­ta­kao pre rav­no po­la 
ve­ka, što sve­do­či o da­ru ko­ji je po­se­do­vao i ko­ji mu je omo­
gu­ćio da, iz­me­đu mno­gih, iz­dvo­ji upra­vo one pro­ble­me ko­ji će 

za­okuplja­ti pa­žnju lo­gi­ča­ra i fi­lo­zo­fa sve do da­nas.

Ka­ko smo već na­po­me­nu­li, te­o­ri­ja iz­ra­čun­lji­vo­sti na­sta­la je kao 
od­go­vor na kon­cep­tu­al­no, go­to­vo fi­lo­zof­sko, pi­ta­nje šta je to iz­
računljiva funkcija. Ovo, me­đu­tim, ni­šta ne uma­nju­je na du­bi­ni 
i le­po­ti re­zul­ta­ta ove te­o­ri­je kao ni na ši­ri­ni nje­nih pri­me­na, ka­ko 
u ma­te­ma­ti­ci ta­ko i u dru­gim na­u­ka­ma. Jed­na­ko va­žno je­ste i 

pitanje šta je to dokaz.   

Ba­ve­ći se ovim i slič­nim pi­ta­nji­ma, Pra­vic (Dag Pra­witz) je po­
čet­kom se­dam­de­se­tih uveo oblast lo­gi­ke ko­joj je dao ime op­
šta teorija dokaza.43 Ime ni­je ras­pro­stra­nje­no, ali je po­treb­no, 
i vr­lo po­god­no da se ozna­či onaj deo te­o­ri­je do­ka­za ko­ji se ba­
vi sa­mim do­ka­zi­ma i svoj ko­ren ima u Gen­ce­no­voj te­zi. To se 
raz­li­ku­je od ono­ga što se uobi­ča­je­no na­zi­va te­o­ri­jom do­ka­za i 
što se ba­vi mo­guć­no­šću da se kon­zi­stent­nost ma­te­ma­ti­ke do­ka­
že fi­ni­ti­stič­kim me­to­da­ma. Ova dru­ga vr­sta te­o­ri­je do­ka­za, ko­ju 
je Pra­vic na­zvao reduktivnom, ima osno­ve u Hil­ber­to­vom pro­
gramu,44 kao što smo već na­po­me­nu­li. Glav­na Gen­ce­no­va ide­
ja, ko­ja je u osno­vi iz­grad­nje si­ste­ma pri­rod­ne de­duk­ci­je, je­ste 
raz­la­ga­nje de­duk­ci­ja na atom­ske ko­ra­ke (ko­ra­ke ko­ji uklju­ču­ju 
sa­mo jed­nu lo­gič­ku kon­stan­tu) i nji­ho­va po­de­la na dve vr­ste: 
uvo­đe­nja i eli­mi­na­ci­je. Za sva­ku lo­gič­ku kon­stan­tu po­sto­je pra­
vi­la obe vr­ste. Pra­vi­lo za uvo­đe­nje da­je uslo­ve za iz­vo­đe­nje re­
če­ni­ca či­ji je glav­ni sim­bol da­ta lo­gič­ka kon­stan­ta, dok pra­vi­lo 
za eli­mi­na­ci­ju go­vo­ri ko­ji se di­rekt­ni za­ključ­ci mo­gu iz­ve­sti iz 
re­če­ni­ce ko­ja kao glav­ni sim­bol ima tu lo­gič­ku kon­stan­tu. Sva­
ka lo­gič­ka kon­stan­ta sa­da je oka­rak­te­ri­sa­na svo­jim me­stom u 
de­duk­ci­ji, da­kle či­sto sin­tak­tič­kim sred­stvom, a ne isti­no­snim  

uslo­vi­ma kao u te­o­ri­ji mo­de­la.

Kra­jem se­dam­de­se­tih, Ko­sta Do­šen se ba­vio ka­rak­te­ri­sa­njem 
lo­gič­kih kon­stan­ti kla­sič­ne, in­tu­i­ci­o­ni­stič­ke i sup­struk­tu­ral­nih 
lo­gi­ka ekvi­va­len­ci­ja­ma iz­me­đu se­kven­ta u ko­me se ana­li­zi­ra­na 
kon­stan­ta ja­vlja na od­re­đe­nom me­stu i struk­tu­ral­nog se­kven­ta 
(se­kven­ta u ko­me se ne ja­vlja ni­jed­na lo­gič­ka kon­stan­ta).45 U 

43	Vi­di: Pra­witz D., Ide­as and re­sults in pro­of the­ory, in:  Proceedings of the 
Second Scandinavian Logic Symposium, eds. Fen­stad J. E., North-Hol­land, 
Am­ster­dam 1971, kao i Pra­witz D., The phi­lo­sop­hi­cal po­si­tion of of pro­of 
the­ory, in: Contemporary Philosophy in Scandinavia, eds. Ol­son R.E., The 
John Hop­kins Press, 1972. 

44	Ibid.
45	Vi­di: Do­šen K., Lo­gi­cal con­stants as pun­ctu­a­tion marks, Notre Dame Journal 

of Formal Logic, Vol. 30, 1989, gde su su­mi­ra­ni re­zul­ta­ti Do­še­no­ve di­ser­ta­
ci­je na­pi­sa­ne de­set go­di­na ra­ni­je.
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osno­vi ova­kve ka­rak­te­ri­za­ci­je je pret­po­stav­ka da je struk­tu­ral­
ni deo osnov­ni deo lo­gi­ke, dok su lo­gič­ke kon­stan­te se­kun­dar­
ne, one igra­ju istu ulo­gu u raz­li­či­tim struk­tu­ral­nim kon­tek­sti­ma. 
Jed­na po­sle­di­ca ta­kvog uvi­da je da se lo­gič­ki si­ste­mi raz­li­ku­
ju po to­me ko­ja struk­tu­ral­na pra­vi­la usva­ja­ju, a ne po to­me šta 
pretpo­sta­vlja­ju o lo­gič­kim kon­stan­ta­ma. To je omo­gu­ći­lo Do­
še­nu da se sup­struk­tu­ral­nim lo­gi­ka­ma ba­vi na je­din­stven na­
čin: za sve njih za­dr­ža­va ista pra­vi­la za lo­gič­ke kon­stan­te, a 
me­nja je­di­no struk­tu­ral­na pra­vi­la. Ta­ko je re­le­vant­na lo­gi­ka, 
pri­me­ra ra­di, oka­rak­te­ri­sa­na pro­sto od­su­stvom sla­blje­nja. Do­
šen je sko­vao i na­ziv sup­struk­tu­ral­ne lo­gi­ke.46 Dru­ga va­žna 
po­sle­di­ca je de­mar­ka­ci­ja lo­gi­ke, ko­ja se sa­sto­ji u od­re­đe­nju lo­
gič­ke kon­stan­te kao kon­stan­te ko­ja je struk­tu­ral­no ana­li­zi­ra­na 
(po­me­nu­tom ekvi­va­len­ci­jom iz­me­đu struk­tu­ral­nog se­kven­ta i  

se­kven­ta sa kon­stan­tom). 

Upo­zna­va­njem sa te­o­ri­jom ka­te­go­ri­ja, Do­šen je uvi­deo da su 
nje­go­ve ana­li­ze lo­gič­kih kon­stan­ti sa­mo po­vr­šni aspekt adjunk­
cije, jed­nog od cen­tral­nih poj­mo­va te­o­ri­je ka­te­go­ri­ja, kao što je 
to i Gen­ce­nov i Pra­vi­cov prin­cip in­ver­zi­je za pri­rod­nu de­duk­ci­
ju, ko­ji ka­že da se pra­vi­la za eli­mi­na­ci­ju lo­gič­ke kon­stan­te mo­gu 
do­bi­ti iz pra­vi­la za uvo­đe­nje.47 Adjunk­ci­ja je fe­no­men ko­ji mo­
že­mo pre­po­zna­ti iza ve­li­kog bro­ja poj­mo­va u lo­gi­ci i ma­te­ma­ti­
ci. Lo­gi­ka se pre sve­ga ba­vi in­duk­tiv­no de­fi­ni­sa­nim poj­mo­vi­ma, 
a in­duk­tiv­ne de­fi­ni­ci­je do­vo­de do slo­bod­nih struk­tu­ra ko­je su u 
ve­zi sa adjunk­ci­jom. Adjunk­ci­ju ta­ko­đe na­la­zi­mo iza te­o­re­ma 
pot­pu­no­sti, tj. te­o­re­ma ko­je us­po­sta­vlja­ju ve­zu „ako i sa­mo ako“ 
ti­pa iz­me­đu sin­tak­se i se­man­ti­ke. Adjunk­ci­ja je ipak u lo­gi­ci naj­
spe­ci­fič­ni­je pri­sut­na kroz nje­nu ve­zu sa lo­gič­kim kon­stan­ta­ma. 
Gru­bo go­vo­re­ći, adjunk­ci­ja je deo ekvi­va­len­ci­je iz­me­đu ka­te­
go­ri­ja, tj. iako dve ka­te­go­ri­je ne mo­ra­ju bi­ti ekvi­va­lent­ne (jed­na 
mo­že bi­ti bo­ga­ti­ja od dru­ge), ne­što su­štin­sko je sa­ču­va­no u pre­
la­zu od bo­ga­ti­je ka­te­go­ri­je ka si­ro­ma­šni­joj – dve ka­te­go­ri­je de­le 

za­jed­nič­ko je­zgro. 

Ve­li­ki deo op­šte te­o­ri­je do­ka­za či­ni ka­te­go­ri­jal­na te­o­ri­ja do­ka­
za, oblast na gra­ni­ci lo­gi­ke i te­o­ri­je ka­te­go­ri­ja. Pri­me­nu Gen­
ce­no­ve te­o­ri­je do­ka­za na te­o­ri­ju ka­te­go­ri­ja, i obr­nu­to, uveo je 
Lam­bek (Jo­ac­him Lam­bek) 1960, i to je po­če­tak ka­te­go­ri­jal­ne 
te­o­ri­je do­ka­za. Ve­za se us­po­sta­vlja ta­ko što mo­že­mo uze­ti da 
se­kvent ob­li­ka f : A ˫ B gde su A i B iska­zi, pred­sta­vlja stre­
li­cu (mor­fi­zam) u ka­te­go­ri­ji u ko­joj su A i B objek­ti. Po­seb­ne 

46	Ter­min je pr­vi put po­me­nut na kon­fe­ren­ci­ji po­sve­će­noj tim lo­gi­ka­ma u Ti­bin­
ge­nu sep­tem­bra 1990, a u štam­pi se pr­vi put ja­vlja u ra­du Mo­dal tran­sla­ti­ons 
in sub­struc­tu­ral lo­gics, Journal of Philosophical Logic, Vol. 21, 1992.

47	Vi­di: Do­šen K., Mo­dels of de­duc­tion, in: Pro­ce­e­dings of the Wor­kshop 
“Pro­of-The­o­re­tic Se­man­tics, Tu­e­bin­gen 1999”, Synthese, eds. Ka­hle R. and 
Schro­e­der-He­i­ster P., Vol. 148, 2006.
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stre­li­ce u te­o­ri­ji ka­te­go­ri­ja su ak­si­o­me, a ope­ra­ci­je na stre­li­ca­
ma su pra­vi­la iz­vo­đe­nja. Jed­na­ko­sti stre­li­ca su jed­na­ko­sti de­
duk­ci­ja, od­no­sno ka­te­go­ri­jal­ne jed­na­ko­sti iz­me­đu stre­li­ca ima­
ju do­ka­zno-te­o­rij­ski smi­sao. Re­zul­tat Lam­be­ko­vog uvo­đe­nja 
ka­te­go­ri­jal­nih me­to­da u te­o­ri­ju do­ka­za, i obr­nu­to, je­ste to što 
je po­ka­zao da je te­o­re­ma de­duk­ci­je po­vr­šni aspekt adjunk­ci­
je ko­ja uklju­ču­je si­stem i nje­go­vo pro­ši­re­nje. To je po­ja­ča­nje 
te­o­re­me de­duk­ci­je i vo­di po­ja­ča­nju Gen­ce­no­vog od­re­đe­nja in­
tu­i­ci­o­ni­stič­ke im­pli­ka­ci­je kroz te­o­re­mu de­duk­ci­je i modus po­
nens. Ove adjunk­ci­je mo­gu po­slu­ži­ti da se oka­rak­te­ri­šu ve­zni­ci 
kon­junk­ci­je i in­tu­i­ci­o­ni­stič­ke im­pli­ka­ci­je. Do­šen je dao jed­nu 
no­vu for­mu­la­ci­ju Lam­be­ko­ve te­o­re­me i iz­vu­kao ne­ke po­sle­
di­ce iz te no­ve for­mu­la­ci­je, ko­je uka­zu­ju na bli­skost sa te­o­re­
mom de­duk­ci­je u lo­gi­ci. Do­še­no­va te­o­re­ma je na­zva­na deduk­
tivnom potpunošću da bi se raz­li­ko­va­la od Lam­be­ko­ve, ko­ja se  

na­zi­va funk­ci­o­nal­na pot­pu­nost.48

Ve­za iz­me­đu te­o­ri­je ka­te­go­ri­ja i lo­gi­ke utvr­đe­na je uglav­nom 
kroz Lo­u­vi­ro­ve (Fran­cis Wil­li­am Law­ve­re) ide­je. Lo­u­vir je iz­
neo zna­čaj­nu te­zu49 da su sve lo­gič­ke kon­stan­te oka­rak­te­ri­sa­ne 
adjungovanim funktorima.50 On ni­je oka­rak­te­ri­sao kon­junk­ci­ju i 
in­tu­i­ci­o­ni­stič­ku im­pli­ka­ci­ju kroz adjunk­ci­je funk­ci­o­nal­ne pot­pu­
no­sti, ne­go osla­nja­ju­ći se na bi­jek­ci­ju iz­me­đu sku­pa mor­fi­za­ma 
(A x C, B) i sku­pa mor­fi­za­ma (C, A → B). Do­še­nov uvid da su nje­
go­ve ana­li­ze lo­gič­kih kon­stan­ti sa­mo po­vr­šni aspekt adjunk­ci­je i 
ka­sni­ja raz­ma­tra­nja do­no­se i jed­nu no­vi­nu u od­no­su na Lo­u­vi­ro­
vu te­zu: u adjunk­ci­ji ko­ja ka­rak­te­ri­še od­re­đe­nu kon­stan­tu, je­dan 
funk­tor tre­ba da je struk­tu­ra­lan u Gen­ce­no­vom smi­slu (ne­ve­zan 
za bi­lo ko­ju ope­ra­ci­ju ka­te­go­ri­je, ima smi­sla za bi­lo ko­ju ka­te­go­
ri­ju). Vi­di­mo da ni­je­dan od funk­to­ra A x i A → u Lo­u­vi­ro­voj te­zi  

ni­je struk­tu­ra­lan.

Po­red poj­ma adjunk­ci­je, ko­ji je je­dan od osnov­nih u ka­te­go­ri­jal­
noj te­o­ri­ji do­ka­za, ka­te­go­ri­jal­na te­o­ri­ja do­ka­za je bli­sko po­ve­
za­na sa onim što ka­te­go­ri­ča­ri zo­vu koherencijskim rezultatima. 
Ter­min ko­he­ren­ci­ja po­kri­va u te­o­ri­ji ka­te­go­ri­ja ono što bi se sa 
lo­gič­ke tač­ke gle­di­šta na­zva­lo pro­ble­mi­ma pot­pu­no­sti, ak­si­o­ma­
ti­za­bil­no­sti i od­lu­či­vo­sti. To ob­u­hva­ta pi­ta­nje da li smo za od­re­
đe­ne ka­te­go­ri­je pret­po­sta­vi­li sve jed­na­ko­sti iz­me­đu stre­li­ca ko­
je je tre­ba­lo pret­po­sta­vi­ti. Pot­pu­nost ov­de ne mo­ra­mo raz­u­me­ti 
kao pot­pu­nost s ob­zi­rom na mo­del, ali je ne­ka vr­sta mo­del­sko- 
te­orij­ske pot­pu­no­sti če­sto pri­sut­na u ko­he­ren­cij­skim pi­ta­nji­ma. 
Po­red to­ga, pro­ble­mi ko­he­ren­ci­je uklju­ču­ju od­lu­či­va­nje da li dve 

48	Do­šen K., De­duc­ti­ve Com­ple­te­ness, The Bulletin of Symbolic Logic, Vol. 2, 
1996.

49	Law­ve­re F. W., Adjo­int­ness in fo­un­da­ti­ons,  Dialectica, Vol. 23, 1969.
50	Funk­tor je ho­mo­mor­fi­zam (pre­sli­ka­va­nje ko­je ču­va struk­tu­ru) iz­me­đu dve 

ka­te­go­ri­je.
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stre­li­ce pred­sta­vlja­ju istu stre­li­cu, a po­ne­kad mo­gu uklju­či­va­ti 
pi­ta­nje od­lu­či­va­nja da li u da­toj ka­te­go­ri­ji po­sto­ji stre­li­ca od­re­
đe­nog ti­pa. Raz­ma­tra­nje ko­he­ren­ci­je uveo je u te­o­ri­ju ka­te­go­ri­ja 
Me­klejn (Sa­un­ders Mac La­ne) ko­ji je, osla­nja­ju­ći se na Gen­ce­
no­vu me­to­du eli­mi­na­ci­je se­če­nja, do­ka­zao te­o­re­mu ko­he­ren­ci­je 
za si­me­trič­ne mo­no­i­dal­ne za­tvo­re­ne ka­te­go­ri­je (ko­je od­go­va­ra­ju 
mul­ti­pli­ka­tiv­nom kon­junk­tiv­no-im­pli­ka­ci­o­nom frag­men­tu in­tu­
i­ci­o­ni­stič­ke li­ne­ar­ne lo­gi­ke, tj. to su ka­te­go­ri­je u ko­joj ta lo­gi­ka 

mo­že da se pred­sta­vi).

Do sa­da su kod nas u ovoj obla­sti po­stig­nu­ti no­vi ko­he­ren­
cij­ski re­zul­ta­ti za ka­te­go­ri­je sa disocijativnošću (di­so­ci­ja­tiv­
nost je prin­cip ko­ji da­je di­stri­bu­tiv­nost u kon­tek­stu mre­ža, ali 
je u stva­ri aso­ci­ja­tiv­nost ko­ja uklju­ču­je dve ope­ra­ci­je; otud 
ime) ko­je po­kri­va­ju do­ka­ze u mul­ti­pi­ka­tiv­nom kon­junk­tiv­no- 
dis­junk­tiv­nom frag­men­tu li­ne­ar­ne lo­gi­ke i do­ka­ze u kon­junktiv­no- 
dis­junk­tiv­nom frag­men­tu kla­sič­ne lo­gi­ke. Naj­o­ri­gi­nal­ni­ji do­
pri­nos je do­kaz ko­he­ren­ci­je za Bu­lo­ve ka­te­go­ri­je (Bu­lo­ve ka­
te­gori­je su ne­tri­vi­jal­ne ka­te­go­ri­je za kla­sič­nu lo­gi­ku).51 Obič­
no se sma­tra da je bez­na­de­žno po­ku­ša­va­ti da se na­đe ka­te­go­ri­ja 
za kla­sič­nu lo­gi­ku, jer su svi pri­hva­tlji­vi kan­di­da­ti, za­sno­va­ni 
na poj­mu bi­kar­te­zi­jan­ske za­tvo­re­ne ka­te­go­ri­je, do sa­da vo­di­li 
iz­jed­na­če­nju svih do­ka­za sa istim pre­mi­sa­ma i istim za­ključ­
ci­ma, tj. tri­vi­ja­li­za­ci­ji ka­te­go­ri­je. U Bu­lo­vim ka­te­go­ri­ja­ma 
ko­je da­ju Do­šen i Pe­trić to ni­je slu­čaj. Tu se kao me­sto raz­
la­za in­tu­i­ci­o­ni­stič­ke i kla­sič­ne lo­gi­ke ozna­ča­va shva­ta­nje di­
stri­bu­tiv­no­sti. U in­tu­i­ci­o­ni­stič­koj te­o­ri­ji do­ka­za di­stri­bu­tiv­nost 
kon­junk­ci­je nad dis­junk­ci­jom je­ste izo­mor­fi­zam, dok di­stri­
bu­tiv­nost dis­junk­ci­je nad kon­junk­ci­jom ni­je. Ta­kav de­li­mi­čan 
izo­mor­fi­zam po­sto­ji u bi­kar­te­zi­jan­skim za­tvo­re­nim ka­te­go­ri­ja­
ma. On­da se uzme da za kla­sič­nu te­o­ri­ju do­ka­za ne­ma­mo ni­je­
dan od tih izo­mor­fi­za­ma, i ta­ko se na­no­vo us­po­sta­vlja si­me­tri­ja  

ka­rak­te­ri­stič­na za bu­lov­ske ve­zni­ke.

Ove te­o­re­me ko­he­ren­ci­je da­ju jed­no­stav­nu pro­ce­du­ru za od­lu­či­
va­nje da li su dva do­ka­za iden­tič­na. Pri­tom se raz­ma­tra ogra­ni­
čen po­jam ko­he­ren­ci­je kao po­sto­ja­nja ver­nog funk­to­ra ko­ji ču­va 
struk­tu­ru iz slo­bod­no ge­ne­ri­sa­ne ka­te­go­ri­je, iz­gra­đe­ne od sin­
tak­tič­kog ma­te­ri­ja­la (objek­ti su for­mu­le, a stre­li­ce de­duk­ci­je), 
u ka­te­go­ri­ju či­je su stre­li­ce re­la­ci­je iz­me­đu ko­nač­nih or­di­na­la. 
Me­klej­no­vi ko­he­ren­cij­ski re­zul­ta­ti za mo­no­i­dal­ne i si­me­trič­
ne mo­no­i­dal­ne ka­te­go­ri­je su pot­pu­no po­kri­ve­ni ovim poj­mom 
ko­he­ren­ci­je. Do­bi­jen je i ko­he­ren­cij­ski re­zul­tat za op­šti po­jam 
adjunk­ci­je, kao i ana­log­ni ko­he­ren­cij­ski re­zul­tat za sa­mo­a­djunk­
ci­je, gde je en­do­funk­tor adjun­go­van sa­mom se­bi. Kroz ovaj 

51	Vi­di: Do­šen K. i Pe­trić Z., Proof-Theoretical Coherence, Col­le­ge Pu­bli­ca­ti­
ons, Lon­don 2004, gde je dat pri­mer ta­kve ka­te­go­ri­je (ch. 14).
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po­sled­nji re­zul­tat do­la­zi se do te­o­ri­je Tem­per­li-Li­bo­vih al­ge­
bri. Po­sto­je in­te­re­sant­ni ko­he­ren­cij­ski re­zul­ta­ti ko­ji pro­ši­ru­ju 
Me­klej­no­ve ko­he­ren­cij­ske re­zul­ta­te za mo­no­i­dal­ne i si­me­trič­ne 
monoi­dal­ne ka­te­go­ri­je na ne­ke dru­ge ka­te­go­ri­je sa mul­ti­pli­ka­
ci­jom (na mul­ti­pli­ka­tiv­ne kon­junk­tiv­ne frag­men­te sup­struk­tu­
ral­nih lo­gi­ka); na­i­me, na re­le­vant­ne, afi­ne i kar­te­zijan­ske ka­
tegorije.52 Da­lji ko­he­ren­cij­ski re­zul­ta­ti za in­tu­i­ci­o­ni­stič­ku i kla­
sič­nu lo­gi­ku mo­gu se na­ći u ra­du Identity of Proofs based on 

Normalization and Generality.53

Po­red ko­he­ren­cij­skih re­zul­ta­ta, je­dan od re­zul­ta­ta je i ka­rak­te­
ri­za­ci­ja izo­morf­nih obje­ka­ta (for­mu­la) u ne­kim ka­te­go­ri­ja­ma 
(de­duk­tiv­nim si­ste­mi­ma). Izo­mor­fi­zam iz­me­đu for­mu­la tre­ba­lo 
bi da je re­la­ci­ja ja­ča od obič­ne ekvi­va­len­ci­je, tj. od uza­jam­nog 
im­pli­ci­ra­nja. Izo­mor­fi­zam iz­me­đu for­mu­la mo­že se oka­rak­te­ri­
sa­ti ta­ko što će se gle­da­ti spo­lja­šnja struk­tu­ra u ko­joj su for­
mu­le da­te. Ta spo­lja­šnja struk­tu­ra bi mo­gla da bu­de de­duk­tiv­na 
struk­tu­ra ko­ja je oka­rak­te­ri­sa­na po­mo­ću ka­te­go­ri­ja u ka­te­go­ri­
jal­noj te­o­ri­ji do­ka­za. Ka­te­go­ri­je ko­je se ko­ri­ste su sin­tak­tič­ke 
ka­te­go­ri­je. On­da se izo­mor­fi­zam iz­me­đu for­mu­la mo­že shva­ti­ti 
baš kao izo­mor­fi­zam iz­me­đu obje­ka­ta u te­o­ri­ji ka­te­go­ri­je, tj. for­
mule A i B su izo­morf­ne ka­da po­sto­ji de­duk­ci­ja (stre­li­ca) f od A 
do B i de­duk­ci­ja g od B do A, tako da f kom­po­no­va­no sa g daje 
de­duk­ci­ju iden­ti­te­ta od A do A, a g kom­po­no­va­no sa f deduk­ci­
ju identiteta od B do B. Ova ana­li­za izo­mor­fi­zma pret­po­sta­vlja 
po­jam jed­na­ko­sti de­duk­ci­ja ko­ji je for­ma­li­zo­van u sin­tak­tič­kim 

ka­te­go­ri­ja­ma.

Raz­ma­tra­nje izo­morf­nih for­mu­la za­po­če­lo je u in­tu­i­ci­o­ni­stič­koj 
lo­gi­ci, jer se sma­tra da ima­mo za­do­vo­lja­va­ju­ći ne­tri­vi­jal­ni po­
jam jed­na­ko­sti de­duk­ci­ja u toj lo­gi­ci. Ovaj po­jam je oka­rak­te­
ri­san ili po­mo­ću ra­ču­na lamb­da sa ti­po­vi­ma ili po­mo­ću kar­te­zi­
jan­skih za­tvo­re­nih ka­te­go­ri­ja. U ovoj obla­sti po­sto­ji re­zul­tat za 
kon­junk­tiv­no-im­pli­ka­ci­o­ni frag­ment in­tu­i­ci­o­ni­stič­ke lo­gi­ke, ali 
pro­blem ka­rak­te­ri­sa­nja izo­morf­nih for­mu­la u ce­lom in­tu­i­ci­o­ni­
stič­kom is­ka­znom ra­ču­nu još uvek je otvo­ren. Po­sto­ji da­lji re­
zul­tat ka­rak­te­ri­sa­nja izo­morf­nih for­mu­la u ana­log­nom mul­ti­pli­
ka­tiv­nom frag­men­tu li­ne­ar­ne lo­gi­ke ko­ji od­go­va­ra si­me­trič­nim 
mo­no­i­dal­nim za­tvo­re­nim ka­te­go­ri­ja­ma, ko­ji je za­jed­nič­ki za  

kla­sič­nu i in­tu­i­ci­o­ni­stič­ku li­ne­ar­nu lo­gi­ku.

Pro­ble­mom ka­rak­te­ri­sa­nja izo­morf­nih for­mu­la kla­sič­ne is­ka­zne 
lo­gi­ke još se ni­ko ni­je ba­vio i re­zul­ta­ti ta­ko­zva­ne be­o­grad­ske 
ško­le ka­te­go­ri­jal­ne te­o­ri­je do­ka­za po­kri­va­ju ovu lo­gi­ku. Oni 

52	Pe­trić Z., Co­he­ren­ce in Sub­struc­tu­ral Ca­te­go­ri­es, Studia Logica, Vol. 70, 
2002.

53	Do­šen K., Iden­tity of Pro­ofs ba­sed on Nor­ma­li­za­tion and Ge­ne­ra­lity, The 
Bulletin of Symbolic Logic, Vol. 9, 2003.
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pokri­va­ju ta­ko­đe i frag­ment kla­sič­ne li­ne­ar­ne is­ka­zne lo­gi­ke. Da 
bi se pri­šlo ovom pro­ble­mu, po­tre­ban je za lo­gi­ke o ko­ji­ma je 
reč ne­tri­vi­ja­lan po­jam jed­na­ko­sti stre­li­ca u ka­te­go­ri­ja­ma ko­je 
for­ma­li­zu­ju po­jam jed­na­ko­sti de­duk­ci­ja u tim lo­gi­ka­ma. Ovaj 
po­jam jed­na­ko­sti, ko­ji je u sa­gla­sno­sti sa Gen­ce­no­vom pro­ce­
du­rom eli­mi­na­ci­je se­če­nja za plu­ral­ne se­kvent­ne si­ste­me mo­
di­fi­ko­va­ne do­da­va­njem dva no­va prin­ci­pa: uni­je do­ka­za i nu­la 
do­ka­za, mo­ti­vi­san je uzi­ma­njem op­što­sti do­ka­za kao kri­te­ri­ju­ma 
jed­na­ko­sti za do­ka­ze.54 Ka­te­go­ri­ja ko­ja „ra­di“ za kla­sič­nu is­ka­
znu lo­gi­ku je po­me­nu­ta ne­tri­vi­jal­na Bu­lo­va ka­te­go­ri­ja Do­še­na i 
Pe­tri­ća. Do te ka­te­go­ri­je do­la­zi­mo ako ne zah­te­va­mo da Bu­lo­
ve ka­te­go­ri­je bu­du kar­te­zi­jan­ske za­tvo­re­ne ka­te­go­ri­je, i jed­na­
kost de­duk­ci­ja u ovim ka­te­go­ri­ja­ma za­snu­je­mo na ko­he­ren­cij­
skim re­zul­ta­ti­ma ana­log­nim onim za kla­sič­nu li­ne­ar­nu is­ka­znu 
lo­gi­ku.55 Ove ka­rak­te­ri­za­ci­je su ta­kve da la­ko vo­de pro­ce­du­ri  

od­lu­či­vo­sti za izo­mor­fi­zme o ko­ji­ma je reč. 

Fi­lo­zof­ski za­ni­mlji­vo i va­žno pi­ta­nje kada dva iskaza znače isto, 
mo­že se on­da ana­li­zi­ra­ti po­zi­va­njem na kri­te­ri­jum iden­ti­te­ta de­
duk­ci­ja. Od­no­sno, mo­že se re­ći da je A isti is­kaz kao i B ako 
i sa­mo ako su A i B izo­morf­ni.56 To je pot­pu­no u sa­gla­sno­sti 
sa tim ka­ko te­o­ri­ja ka­te­go­ri­ja shva­ta iden­ti­tet iz­me­đu obje­ka­ta. 
Da su dve for­mu­le izo­morf­ne in­tu­i­tiv­no zna­či da se po­na­ša­ju 
isto u de­duk­ci­ja­ma: kom­po­no­va­njem uvek mo­že­mo pro­ši­ri­ti de­
duk­ci­je u ko­ji­ma se ja­vlja jed­na od njih, bi­lo kao pre­mi­sa bi­lo 
kao za­klju­čak, do de­duk­ci­ja u ko­ji­ma se ja­vlja dru­ga ta­ko da 
ni­šta ni­je do­bi­je­no ni­ti iz­gu­blje­no. Vi­di­mo da je ka­te­go­ri­jal­na 
te­o­ri­ja do­ka­za za­ni­mlji­va i sa fi­lo­zof­ske tač­ke gle­di­šta: iden­ti­tet 
is­ka­za za­sno­van je na iden­ti­te­tu de­duk­ci­ja, ko­ji je ko­di­fi­ko­van 
jed­na­ko­šću iz­me­đu stre­li­ca. Ova­kvom ana­li­zom su­ge­ri­sa­na je 
pri­mar­nost ak­ta de­du­ko­va­nja u od­no­su na akt tvr­đe­nja, što je 
još jed­no fi­lo­zof­sko pi­ta­nje od ogrom­nog zna­ča­ja. Po­zna­to je da 
je is­ti­ca­nje ak­ta tvr­đe­nja kao pri­mar­nog (u re­do­sle­du ob­ja­šnje­
nja, ne u re­do­sle­du uče­nja je­zi­ka), u od­no­su na akt re­fe­ri­ra­nja, 
pot­pu­no pro­me­ni­lo per­spek­ti­vu iz ko­je se gle­da­lo na je­zik i ono 
što kon­sti­tu­i­še is­prav­nu ana­li­zu raz­li­či­tih seg­me­na­ta je­zi­ka i je­
zič­ke prak­se. Po­sle Fre­gea, ko­ji je pr­vi is­ta­kao is­kaz kao osnov­
nu je­zič­ku je­di­ni­cu, zna­če­nje re­či uglav­nom se od­re­đu­je uka­zi­
va­njem na na­čin na ko­ji reč do­pri­no­si zna­če­nju re­če­ni­ce, a ne  

ti­me za šta reč sto­ji.

54	Do­šen K. i Pe­trić Z., Ge­ne­ra­lity of pro­ofs and its Bra­u­e­rian re­pre­sen­ta­tion, 
The Journal of Symbolic Logic, Vol. 68, 2003.

55	To su re­zul­ta­ti ana­log­ni re­zu­la­ti­ma iz: Kelly G. M. i Mac La­ne S., Co­he­ren­ce 
in clo­sed ca­te­go­ri­es, Journal of Pure and Applied Algebra, Vol. 1, 1971, za 
si­me­trič­ne mo­no­i­dal­ne za­tvo­re­ne ka­te­go­ri­je.

56	Za ova­kvu su­ge­sti­ju vi­de­ti re­ci­mo: Do­šen K., Iden­tity of Pro­ofs ba­sed on 
Nor­ma­li­za­tion and Ge­ne­ra­lity, The Bulletin of Symbolic Logic, Vol. 9, 2003. 
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Va­žni re­zul­ta­ti u ka­te­go­ri­jal­noj te­o­ri­ji do­ka­za kod nas ve­za­ni su 
za mo­del­ske ka­te­go­ri­je. Pred­sta­vlje­ne su raz­li­či­te ka­te­go­ri­je ko­
je slu­že kao mo­de­li za sin­tak­tič­ke ka­te­go­ri­je, tj. u ko­ji­ma se da­te 
sin­tak­tič­ke ka­te­go­ri­je mo­gu ver­no pred­sta­vi­ti. Ova­kvi mo­de­li 
pri­pa­da­ju se­man­ti­ci do­ka­za, a ne uobi­ča­je­noj se­man­ti­ci is­ka­za. 
Pot­pu­nost s ob­zi­rom na mo­del­sku ka­te­go­ri­ju mo­že da­ti sred­stva 
za re­še­nje pro­ble­ma od­lu­či­vo­sti. Jed­na ta­kva ka­te­go­ri­ja ko­ja slu­
ži kao mo­del sin­tak­tič­kih ka­te­go­ri­ja, je­ste ka­te­go­ri­ja Rel,57 či­je su 
stre­li­ce bi­nar­ne re­la­ci­je iz­me­đu ko­nač­nih or­di­na­la, a kom­po­zi­
ci­ja je kom­po­zi­ci­ja re­la­ci­ja. Ova ka­te­go­ri­ja se ko­ri­sti u po­me­nu­
tim ko­he­ren­cij­skim re­zul­ta­ti­ma. Ka­te­go­ri­ja ko­ja mo­že da za­me­
ni ka­te­go­ri­ju Rel je ka­te­go­ri­ja či­ji su objek­ti ko­nač­ni or­di­na­li, a  

stre­li­ce re­la­ci­je po­de­lje­ne ekvi­va­len­ci­je.58

Ako ho­će­mo da go­vo­ri­mo o de­duk­ci­ja­ma, a ne sa­mo o mo­guć­
no­sti de­du­ko­va­nja jed­nih isti­na iz dru­gih, je­zik te­o­ri­je ka­te­go­ri­ja 
je za to naj­po­god­ni­ji. Ko­di­ra­njem do­ka­zi­vih se­kve­na­ta stre­li­ca­
ma ka­te­go­ri­je, či­ne se opi­plji­vi­jim stva­ri ko­je raz­ma­tra Gen­ce­
no­va te­o­ri­ja do­ka­za. Ka­te­go­ri­jal­nim apa­ra­tom mo­že­mo pre­ci­zno 
i la­ko iz­ra­zi­ti ka­da su dve de­duk­ci­je jed­na­ke. Is­po­sta­vi­lo se da 
je ova jed­na­kost de­duk­ci­ja, ko­ja se u op­štoj te­o­ri­ji do­ka­za na­
sto­ja­la iz­ra­zi­ti re­duk­ci­ja­ma eli­mi­na­ci­je se­če­nja i nor­ma­li­za­ci­je, 
po­ve­za­na sa va­žnim poj­mom te­o­ri­je ka­te­go­ri­ja, adjunk­ci­jom. 
U ka­te­go­ri­jal­noj te­o­ri­ji do­ka­za ima­mo vi­še od moć­ne teh­ni­
ke kao što je eli­mi­na­ci­ja se­če­nja; ima­mo i ob­ja­šnje­nje za­što je  

ova teh­ni­ka uspe­šna.
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Ab­stract

In this pa­per we fo­cus on two bran­ches of mo­dern lo­gic, com­pu­ta­bi­lity 
the­ory and pro­of the­ory, tra­cing the­ir de­ve­lop­ment in Ser­bia from the 
end of World War II to this day. Owing to the un­for­tu­na­te set of cir­cum­
stan­ces, com­pu­ta­bi­lity the­ory did not gi­ve birth to a school in Ser­bia. 
Pro­of the­ory, on the ot­her hand, fo­und a ba­se in Bel­gra­de as one of 
the few pla­ces in the world pro­mo­ting Gent­zen’s ide­as, espe­ci­ally in 
the fi­eld of ca­te­go­rial pro­of the­ory which will be our so­le in­te­rest in  

this work.
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